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在 这 一 版 中 , 由 于 补充 了 新 的 材料 ,第 三 替 分 成 两 部 分 。 第 -- 
部 分 包括 关于 米 性 代数 , 二 次 型 理论 和 洛 论 的 全 部 材料 。 在 这 一 
部 分 中 主要 的 补充 是 关于 群 论 的 。 在 编写 这 些 补 到 材料 的 过 程 
中 ,. 太 . 法 捷 耶 夫 答 了 我 很 大 的 帮助 。 特 别 是 关于 转动 群 与 势 从 
次 群 单 犯 性 的 关 明 , 按 辕 构 常数 来 建立 群 与 群 上 的 积分 [70, 81， 
87，88，89, 90] 这 些 部 分 的 材料 的 说 明 是 属于 他 的 。 对 于 他 在 这 
本 书 的 准备 工作 中 所 痊 予 的 帮助 我 表示 极 大 的 谢 音 。 
B. HL. 斯 米尔 证 夫 
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1. 行列 式 的 松 念 ” 我 们 从 解 一 个 简单 的 代数 问题 , 序 从 解 一 
次 方程 租 的 问题 淋 开 始 这 一 节 。 由 于 对 这 种 问题 的 研究 , 我 们 获 
得 了 行列 式 的 重要 概念 。 
让 我 们 从 研究 一 些 最 简单 的 特殊 情形 来 开始 。 先 取 具 有 两 个 
未 知 数 的 两 个 方程 所 成 的 友 程 租 : 
CH01 十 Clz0a 一 0 
aal01 十 Goa0a 一 03 。 
未 知 数 的 系数 an 带 有 两 个 指标 ,第 一 个 指标 说 明 这 个 系数 出 . 
现在 闭 一 个 方程 中 ,而 第 二 个 说 明 它 是 那 一 个 求知 数 的 系数 。 
大 家 知道 ,这 大 程 硼 的 解 具 有 下 面 的 形式 : 


2 一 bi1029 — 01203 3 一 Cl1D2 一 DiCol 
7 
QI1923 一 CH43021 CI11G33 一 G13G31 


, 再 看 由 具有 三 个 未 知 数 的 三 个 方程 所 成 的 方程 租 : 


oH401 十 G1a03 十 0130o 一 1 


Cal21 十 Gaaga 十 Casa 一 2 

aqal01 十 GaaZa 十 Gs33 =- bs, 
这 里 我 们 仍 用 .上 面 的 关于 系数 的 标记 法 ,将 头 两 个 方程 改写 成 下 
列 形式 : 

COT 193 = D1 ~ 13T3y 

Cal01 十 Ca303 一 Da 一 03303 0 


(1) 
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按 上 面 的 公式 ,由 这 两 个 方程 解 未 知 数 vm 与 za， 即 得 
i= (Bb1— 01508) 033 — 019 (83— aaa) ， 
CHI1C33 一 CH2C231 
Wi(ba — 23m3) 一 (Da 一 0i30a) Cal 。 
Q11092 一 CI3C31 
把 这 两 个 表达 式 代入 方程 租 的 最 后 一 个 方程 中 , 序 得 一 个 仅 
含 未 知 数 vs 的 方程 。 最 后 解 这 个 方程 ,各 得 os 的 最 交尾 达 式 : ， 


Ts= 


T= 


GtiqasD3 十 Ci2Doasl 十 DidalQ32 一 0a41DaQ33 一 043031D3 一 DC2a0a3i 
站 
Cl4Q23033 十 913433031 十 Cl3G31033 一 0H1433G33 — 0120291033 一 Q13G23C31 


* (1) 
我 们 求 着 蒜 地 研究 一 下 这 珍 达 式 的 千 构 。 首先 看 到 , 将 分 二 

中 未 知 数 vs 的 所 有 系数 is 和 名 用 常数 项 #% 替换 序 得 分 子 。 这 样 ， 

还 待 关 明 的 只 是 粗 成 分 母 的 规律 了 。 分 母 不 含有 常数 项 而 是 纯粹 

由 为 程 租 的 系数 组成 的 。 先 让 我 们 把 这 些 系数 按 它们 在 原来 方程 

租 中 的 位 置 写成 一 个 正方 形 的 表 : 

i Qi11, W192, W138 一 


G21, G32 Wa3 |o (2) 


中 Cai, C33 Gaa 
这 个 表 含 有 三 行 与 三 列 。aw 这 些 数 对 做 它 的 元 素 。aw 的 第 
一 个 指标 表示 它 所 在 的 行 的 序数 , 而 第 二 个 则 表示 它 所 在 的 列 的 
序数 。 现 在 写 出 ( 工 ) 式 的 分 母 : 
Q11933033 十 13023031 十 013031033 一 031923033 — G12021033 一 QI3033G31 。 
(3> 
我 们 看 到 , 它 是 出 大 项 租 成 的 ， 其 中 每 一 项 是 (2 ) 中 三 个 元 素 
的 乘积 ,而 且 每 个 生 积 含有 每 一 行 和 入 一 列 的 元 素 。 实 际 上 ,这 些 
乘积 具有 下 面 的 形式 : , 
CapGCadCsr》 _， (4) 


下 
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. 其 中 2p, 9, ?县 整数 I 2，8 的 划一 个 一 定 的 排 烈 。 如 此 , 正如 所 
有 第 一 指标 一 样 , 所 有 第 二 指标 也 正 是 整数 1, 2, 3 的 全 体 ， 因 而 
徕 积 (4 ee ee 为 要 得 到 (3 ) 式 中 所 
有 的 项 ,只 需要 在 滋 积 (4 ) 中 就 第 二 指标 Pp, 9, 7 a gail 
同 的 排列 。 0 的 所 有 可 能 的 排列 显然 有 以 下 六 

1, 2, 3; 2, 3, 1; 8,1,2; 1, 3,2; 2,1,8; a 
外 是 ,我 们 即 得 (3 ) 式 的 六 项 。 但 是 我 们 看 到 , 琴 积 (4) 在 (3) 式 
中 出 现时 ,有 一 些 带 正 号 ,而 另 一 些 则 带 负 号 。 于 是 只 要 再 说 朋 选 
择 正 负 号 所 依据 的 法 则 了 。 如 我 们 所 见 ， 带 正 号 的 那些 乘积 (4) 

的 第 二 指标 形成 下 烈 的 排列 : 


1, 2, 3; 2,8, 1; 8,1,2。 (B52) 
而 带鱼 号 的 那些 乘积 的 第 二 指标 形成 下 列 桃 列 : 
1, 8, 2; 2,1,8; 3,2,1。 (65s) 


现在 来 说 明 排 烈 (5:) 与 排列 (5s) 的 区 别 。 在 一 个 排 烈 中 ,比较 
每 一 对 数 ， 如 果 大 的 在 小 的 前 面 , 旧时 做 一 个 逆序 。 我 们 来 计算 
(51) 中 斌 排列 的 逆序 个 数 。 其 中 第 一 个 排列 没有 逆序 , 就 是 人 舰 道 
序 的 个 数 为 零 。 再 看 第 二 个 排列 , 深 次 比较 每 一 数 与 其 后 各 数 的 
大 小 , 我 们 看 出 , 这 里 有 项 个 送 序 。 印 一 个 是 2 在 工 前 面 , 一 个 是 
3 在 工 前 面 。 同 样 ,不 难看 到 , (51) 中 的 第 三 个 排 刘 含有 两 个 逆序 。 
总 之 , 可 以 说 在 (51) 中 的 所 有 排列 都 含有 偶数 个 逆序 。 用 完全 辐 
样 旋 法 来 研究 (5) 中 的 排列 , 我 们 看 到 , 它们 都 含有 奇数 个 逆序 。 
现在 ,我 们 可 以 把 表达 式 (3 ) 中 的 正 负 号 法 则 叙述 如 下 : 先 积 (4) 
申 , 凡 是 第 二 指标 所 成 排列 的 逆序 数 是 偶数 的 ,出 现在 表达 式 ( 3 ) 
中 时 ,没有 任何 政变 。 凡 是 第 二 指标 所 成 排列 的 逆序 数 为 奇数 的 ， 
出 现在 表达 式 (3 ) 中 时 , 和 冠 以 负 号 。 表达 式 (3 ) 叶 做 对 应 于 数 表 
《2 ) 的 三 阶 行列 式 。 现 在 不 难 把 它 推广 到 任意 阶 行列 式 的 情形 。 
假定 有 ze 个 数 ,安排 在 一 个 % 行 % 列 的 正方 形 的 琢 内 : 


BIT1 512， ”3 Cln | 


| U21y C22y **’y Can 


, (6) 


Oniy Gn2y “Corn 下 

这 个 表 内 的 元 素 cu 是 给 定 的 复数 , 而 4 与 天 分 别 者 示 元 素 

tw 所 在 的 行 与 烈 的 序数 。 从 数 帮 (6 ) 租 成 所 有 可 能 的 这 样 的 乘 

积 ; 使 得 这 些 汪 积 恰好 含有 每 行 和 每 列 的 一 个 元 崇 , 这 些 梁 积 具 有 
下 遂 的 形式 : 

Ciplaps Cnpny 《7 ) 

其 中 2 ps，…， 2 是 数 1，2，…, 所 的 某 一 个 罪 列 。 为 了 要 得 到 

质 有 可 能 的 形式 如 (7 ) 的 乘积 ， 我 们 需要 取 第 二 指标 的 所 有 本 

能 的 排列 。 从 初等 代数 得 知 , 这 样 的 排列 的 总 数 等 于 整数 哑 的 阶 

系 : 


2 1.2.8..:n=n! 
每 个 这 样 的 振 列 ,与 基本 排列 
. 1, 2, 8, ,nn 
来 比较 ,就 有 一 些 道 序 。 


所 有 著 些 沫 积 (7* ,如 果 由 它们 的 第 二 指标 所 成 的 排列 含 有 
偶数 个 逆序 , 则 不 加 任何 改变 , 而 所 有 那些 莱 积 (7) ,如 由 它们 的 
第 二 指标 所 成 的 狗 列 合 有 奇数 个 省 序 , 则 加 上 一 个 负 号 。 泛 样 得 
汉 的 所 有 全 积 的 和 就 叫做 对 应 于 表 (6 ) 的 二 阶 行 烈 式 。 这 个 和 显 
然 舍 有 nl 项 。 我 们 不 难 将 这 个 定义 用 公式 麦 出 迷 。 为 此 须 引 进 
一 些 符 号 。 全 2， Pa， *…, Pr 为数 1 工 ，2,…, mn 的 某 一 个 排列 。 用 
符号 

[21, pa, * *, Pn] 
求 记 这 个 诽 列 所 含 着 序 的 个 数 。 
了 于是, 以 上 所 铬 的 对 成 于 天 (6 ) 的 行列 式 的 定义 可 写成 下 面 
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的 公式 ;我 伯 把 者 (6 ) 用 两 根 坚 线 夹 起 来 作为 行列 式 的 记号 : 


1 
G11 C12 “°° Cln 


Daoa (8) 
Wnly nay 汪汪 nn .- 
等 式 右 端 要 对 第 二 指标 的 所 有 可 能 的 排列 取 和 , 也 就 是 对 所 
有 可 能 的 排列 《pi, 2a，…， Pn) 取 和 。 如 果 我 们 只 谈 裘 的 本 身 , 而 
不 是 讲 由 它 构 成 的 行列 式 ,就 把 这 裘 写 在 两 双 察 线 之 阅 。 

” 须 注 意 ,在 (3 ) 式 的 每 个 乘积 中 ,我 们 把 它 的 因子 照 这 梯 的 次 
序 来 安排 , 使 第 一 指标 恒 租 成 基本 排列 1, 2, 3, 因此 我 们 只 要 卷 
处 由 第 二 指标 所 形成 的 排列 。 与 此 相反 , 我 们 也 可 以 把 每 个 乘积 
“中 的 因子 重新 安 杖 ,使 第 二 指标 都 按 . 上 升 次 序 排列 ; i (3) 式 
可 换 写 成 下 面 的 形式 : 

.W110a2038 + C31012023+ G21032013 — O11032023 — G210190 3 一 GsliCaa013 o 
(9) 
这 里 第 一 指标 取 所 有 可 能 的 大 列 p,，g,7, 而 且 容 易 验 证 ， 
(9) 式 各 项 的 正 负 号 法 则 ,可 以 完全 用 前 面 著 样 的 说 法 表述 出 来 ， 

只 不 过 就 第 一 指标 来 党 黑 了 。 芝 就 使 我 们 除了 考察 和 8) 以 外 ， 
还 要 来 考察 下 面 这 个 类 似 的 和 : 


Cis >: 站 oaoagoaa o (10) 
1.03" Hn. 


显然 , 这 个 和 辐 样 是 由 (8 ) 的 那些 项 所 租 成 。 以 后 我 们 会 看 

济 , 它 的 项 的 正 负 号 法 则 也 是 与 在 和 (8 ) 中 相同 的 。 那 就 是 说, 与 
-9 一 3 的 情形 一 样 , 和 (10) 与 和 (8 ) 是 双 同 的 。 
最 后 ,再 回 到 % 拓 2 的 情形 ,此 时 表 取 形式 

| Qi1, C1 | 


21 G23 | 


并 且 公 式 (8 ) 葵 了 巴 一 个 与 此 表 对 应 的 二 阶 行列 式 的 表达 式 
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i 


G11, G12 


二 GaliGs3 一 QI13931 o (11) 
21, 023 || 


由 上 面 直接 可 知 , 为 要 阅 明 行列 式 的 性 质 , 必须 对 排列 的 性 质 
有 较 深 的 认识 。 我 们 立即 转向 这 个 问题 。 

2%. 排列 很 说 有 任意 的 % 个 元 素 , 把 它们 按 一 定 的 次 序 排列 
起 来 , 我 们 把 臣 听 做 由 这 交 个 元 素 形 成 的 一 个 排 烈 。 首先 我 们 来 
证 明 , 这 样 的 不 同 的 排列 恰 有 mi 个 。 当 m=2 时 , 这 是 显然 的 , 因 
为 两 个 元 素 可 以 形成 两 个 不 同 的 排列 。 当 n=8 时 ,这 只 要 数 一 下 
排 烈 (5 ) 的 个 数 即 可 下 接 推 知 ,那里 的 数 1, 2, 3 就 是 元 素 。 不 难 
知道 ，( 5 ) 已 狂 出 了 由 三 个 元 素 而 成 的 所 有 可 能 的 排 刘 。 现在 用 
归 钠 法 来 汪 明 我 们 的 座 断 对 于 任何 的 正 整 数 % 总 是 对 的 。 假 定 我 
个 的 芥 断 对 某 一 个 ” 成 立 , 由 此 来 证 明 它 对 于 w 十 1 个 元 染 也 成 
立 。 就 是 说 , 假定 % 个 元 素 产 生 nl 个 排列 , 让 我 们 来 考虑 任何 的 
n 十 1 个 元 素 产 生 的 排列 。 把 这 % 十 1 个 元 素 记 作 : 

‘01, Ca On o 

首先 注意 第 一 个 元 未 为 03 的 那些 排列 。 为 了 要 得 到 所 有 可 
能 的 这 样 的 排列 , 应 当 把 Cx 放 在 第 一 个 位 置 , 然后 号 下 其 余 双 个 
元 素 的 所 有 可 能 的 排列 。 按照 假定 这 样 的 排列 的 个 数 是 wl 。 因 
此 ,由 .01, 0，…， Oura 形成 的 以 元 素 01 为 首 的 排列 总 数 是 mwl 。 
完全 一 样 , 由 CO 0s，…, Cu 形成 的 以 元 素 0s 为 首 的 排列 总 数 
也 是 ml 。 总 的 朋 来 ,01， 0s,…, Ost 的 不 同 排 列 总 数 等 于 

nim+1)=12..n (nt1) = (n+1)!, 
这 样 ,就 证 明了 以 上 的 座 断 。 

当然 ,我 们 可 以 把 从 开始 的 一 些 整 数 取 作 元素 , 以 后 我 们 就 
”这 样 来 做 。 在 一 个 排列 中 对 误 两 个 元 素 的 位 置 , 这 样 一 个 动作 就 
时 做 一 个 对 换 。 显然 可 直接 看 出 ， 由 某 一 个 排列 经 过 一 些 对 换 可 
以 得 到 任何 一 个 其 他 的 排 烈 。 例 如 ,了 到 四 个 元 过 的 两 个 排列 
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1, 83, 4, 2; 2,4,1, 3 。 
出 这 里 第 一 个 排列 起 下 列 一 叫 对 换 就 得 到 第 二 个 排 : 
1, 8, 4, 2—>2, 3, 4, 1—>2, 4, 3, 1—>2, 4, 1, 3 。 
为 了 把 第 一 个 排列 变 成 第 二 个 排列 ;这 里 我 们 用 了 三 个 对 换 。 
如 果 我 们 换个 方式 来 施行 对 换 , 也 可 能 由 其 他 的 访 法 利用 对 换 把 
第 一 个 排列 变 成 第 二 个 排列 , 换 句 话说 ,就 是 把 第 一 个 排列 变 戊 第 
二 个 排列 所 需要 的 对 换 的 个 数 并 不 是 一 个 确定 的 数 。 昌 然 可 以 用 
不 同 数目 的 对 换 把 一 个 排列 变 成 另 一 个 排列 。 但 是 可 以 让 明 一 件 
重要 的 事实 :对 于 两 个 给 定 的 排列 ,这 些 不 同 的 对 换 数 月 或 者 休 是 
偶数 或 者 全 是 瘟 数 。 这 也 就 是 说 这 些 数目 总 有 同一 的 奇偶 性 。 为 
了 褒 明 这 一 点 ,我们 引用 前 一 小 大 用 过 的 送 序 概念 。 试看 由 % 个 
元 素 工 多， ，…， n 形成 的 排列 。 按 照 遂 升 的 区 序 排 列 起 来 的 排列 
1, 2, .nn, (12) 
是 做 蒜 本 排列 。 和 如果 一 个 类 列 中 两 元 素 的 相互 次 序 与 它们 在 基本 
排列 (12) 中 的 相互 次 序 相反 (就 是 说 大 的 在 小 的 左边 ) , 这 就 时 做 
芒 排 列 中 的 一 个 道 序 。 凡 逆序 的 数目 为 偶数 的 排列 叫做 第 一 类 罪 
烈 :而 送 席 数目 为 融 数 的 排列 叫做 第 二 类 挑 列 。 下 面 这 个 定理 对 
以 下 的 论述 来 讲 是 基本 的 。 
由 一 个 对 换 而 引起 的 迹 序 数目 的 改变 是 一 一 个 奇数 。 
取 完 某 一 个 排列 ° 
&, 5， i £, “7 DP, By (18) 
并 且 假 坑 ,我 们 把 思 与 了 的 对 换 施 于 这 个 排列 ,就 是 貌 在 排列 中 对 
届 这 调 个 元 素 的 相互 位 置 。 炮 过 这 样 的 对 换 之 后 , 元 素 与 2 对 
于 在 之 左 或 在 p 之 有 的 元 来 的 相互 位 置 保持 不 变 。 只 有 这 排列 
中 介 于 上 与 p 之 问 的 那些 元 素 与 8,p 的 相互 位 置 有 所 改变 , 当然 
有 与 卫 的 彼此 相互 位 置 也 有 所 改变 。 我 们 来 计算 适 序 改变 的 总 数 。 
假设 在 排列 (13) 中 万 与 p 之 间 总 共有 mm 个 元 素 ; 并 且 珊 这 些 中 间 


了 
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元 素 与 六 比较 得 到 w 个 顺序 与 B 个 得 序 , 又 发 它 们 与 比较 得 到 
az 个 顺序 与 B81 个 造 序 ,显然 有 
a+B=at Bi=m 。 (14) 

施行 对 换 的 结果 , 顺序 变 太 省 序 而 且 逆 序 变 成 顺序 。 更 确切 
地 说 ,如 果 元 索 与 某 一 个 中 问 元素 在 对 换 前 它 是 晒 序 , 则 在 对 换 
后 就 变 成 逆序 , 而 且 反 过 来 也 对 。 对 于 元 素 p 也 是 一 样 。 因 此 ，% 
与 Dp 对 于 中 阅 元素 的 逆序 数目 在 对 换 之 前 总 共 是 8 十 B1, 而 在 对 
换 之 后 总 共 是 a 十 a1, 就 是 说 道 序数 的 改变 是 

y=(a+o) 一 (8 十 BTD。 
菠 用 (多, 这 个 数目 可 改写 成 
y 一 ta 十 ol) —(m—atm—a)=2(4-F 0 —m), 

内 此 直接 蕉 出 , 这 个 数 y 是 一 个 偶数 。 现 在 米 看 元 素 与 p 的 相 
互 答 置 。 如 时 在 对 换 之 前 它们 作成 一 个 顺序 , 则 在 对 换 之 后 它们 
作成 一 个 池 序 , 而且 反 过 水 也 对 , 这 就 是 发 , 这 里 的 送 序 数 的 改变 
等 于 1。 因 此 ,由 于 对 焕 而 引起 的 逆序 改变 的 总 数 是 一 个 奇数 。 

现在 水 义 述 从 这 定理 所 得 到 的 一 些 推 花 。 

- 楷 工 如 果 写 出 全 部 ml 个 排列 ,并 且 对 于 每 一 个 排列 作 两 个 
固定 元 素 的 对 换 , 例如 工 与 8 的 对 换 。 剧 至 部 第 一 类 排列 都 亚 成 
第 二 类 排列 , 反 过 来 也 是 如 此 ,总 的 说 来 ,我 们 仍然 得 到 nl 个 排列 
的 会 体 。 入 此 直接 推出 ,人 第 一 类 与 第 二 类 排列 的 数目 相等 。 

去 开 ， 任 何 一 个 排 型 都 可 以 由 基本 掩 烈 经 过 一 些 对 换 得 到 。 
从 上 面 定理 将 授 推出 , 几 可 由 基本 排列 用 偶数 个 对 换 得 到 的 那些 
排 烈 作 艳 第 一 类 , 而 凡 可 由 基本 罪 列 用 奇数 个 对 换 得 到 的 郑 些 排 
烈 则 作 旗 第 二 类 。 

系 IIt， 基 本 排列 的 选择 完全 可 以 任意 。 不 用 排列 (12) 而 用 
其 他 任何 一 个 排列 作为 赴 本 排列 都 是 可 以 的 ,在 这 情况 下 ,规定 逆 
序 时 , 自然 就 应 当 以 该 排列 与 这 个 基本 排 刘 比较 , 就 是 络 , 应 当 以 
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元 素 在 基本 排列 中 的 次 序 为 根据 。 不 难看 出 , 如 果 我 们 取 第 一 类 
中 任何 一 个 排 烈 驴 代替 排 烈 (12) 作为 基本 排列 , 划 愿 来 属于 第 一 
类 的 排列 现在 依然 属于 第 一 类 , 而 原来 属于 第 二 类 的 现在 依然 属 
于 第 二 类 。 反 之 , 如 果 我 们 取 第 二 类 中 任何 一 个 排列 作为 基本 排 
列 , 划 原来 第 二 类 的 排 烈 成 为 现在 的 第 一 类 的 排列 ,而 第 一 类 的 排 
列 成 为 现在 的 第 二 类 的 排列 。 : 

例如 ,在 元 素 1, 2, 3 的 天 个 排 烈 中 , 我 们 可 以 取 排 列 2, 1, 3 
作为 基本 排列 ,区 下 列 排 列 是 第 一 类 罪 列 : 

2, 1, 3; 1, 8, 2; 38, 2,1, 
共 中 的 第 一 个 排列 有 两 个 逆序 ; 工 在 2 前 与 3 在 2 前 ,而 在 基本 排 
列 中 2 在 1 前 且 2 在 3 前 。 下 列 的 排列 是 第 二 类 排列 : 
H, 2, 3; ‘2,8, 1; 3,1,2, 

其 中 的 第 一 个 排列 与 基本 排列 2, 1, 3 比较 有 一 个 逆序 , 即 1 在 2 
前 。 

根据 以 上 所 讲 的 , 我 们 可 以 把 表达 式 (8 ) 中 的 正 负 号 法 旭 银 
类 ， 上 则 在 这 乘积 之 前 和 冠 以 正 号 ， 如 果 届 于 第 二 类 , 上 则 在 它 的 前 面 冠 
以 负 号 ,这 里 是 把 排列 1， 2, …, n 作为 基本 排列 的 。 

现在 我 们 来 天明 行列 式 的 一 个 基本 性 质 。 在 狂 出 行列 式 的 那 
个 表 中 将 第 一 二 两 询 对 启 。 原 来 用 ar 所 记 的 数 ,调换 后 仍然 用 带 
有 同一 指标 的 同一 次 字 来 表示 。 于 是 ,从 表 (6) 我 们 得 到 下 面 的 表 : 

| 


1 
“CT13，Q11，G13， "3 Gan 


Ca23，021，C23， “°° Wan 
? 汪 学 党 5 (15) 


onesorMosersesettos. 


nay Ga， Grn3y “Con 
根据 由 你 式 (8 ) 所 规定 的 行列 式 的 定义 , 我 们 可 以 求 得 对 应 
于 霄 《15) 的 行列 式 。 在 这 个 表 中 的 列 的 号 码 排 烈 如 下 : 2, 1, 3， 
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…， wm 于 是 我 们 应 当 把 这 个 罪 烈 看 作 基本 罪 列 。 尼 是 由 原来 的 基 
本 排列 用 一 个 对 换 而 得 到 的 ,因此 , 它 原来 是 属于 第 二 类 的 。 所 以 
原来 的 第 二 类 排列 对 于 这 个 新 的 基本 排列 而 首 成 了 第 一 类 的 宕 列 
而 且 反 过 来 也 是 如 此 。 因此 , 对 应 于 表 (15) 的 行列 式 就 是 在 到 式 
(8 ) 中 出 现 的 那些 项 的 一 个 和 ,但 是 ,由 于 刚才 读 到 的 第 二 指标 所 
作成 的 排列 的 类 的 变更 , 这 个 新 和 的 各 项 的 正 负 号 与 和 (8 ) 中 相 
当 项 的 正 负 号 相反 ; 就 是 说 , 当 两 列 对 届时 ,行列 式 的 值 收 号 。 对 
一 二 两 列 对 调 的 情形 我 们 已 经 证 明了 这 个 性 质 。 对 于 任意 两 询 对 
讽 的 情形 上 迟 的 证 明 也 仍然 适用 ,例如 ,下 面 的 等 式 成 立 : 


1, 0, 3 1, 3, 0 
2,7,6|=- -|2,6,7|。 
5,8,0 5, 0, 3 


第 二 个 行列 式 是 由 第 一 个 起 二 三 两 询 对 调 而 得 到 的 。 
现在 再 说 朋 行 列 式 的 一 个 性 质 。 取 定 和 (8 ) 中 的 某 一 项 
(~—1) ppm pmGapGap "tnpn (161) 
, 只 要 调换 上 面 乘积 中 的 因子 , 我 们 可 以 得 到 第 二 指标 的 北 开 
排列 , 这 时 第 一 指标 形成 基 个 排列 9j， gz,…, gn， .上 式 就 可 以 写 
成 Pd 
(—1) RT Go o (16;) 
从 (161) 到 (16s) 的 过 程 可 以 借 一 些 因子 关 的 对 换 来 完成 。 每 一 
个 这 样 的 对 换 不 仅 是 第 一 指标 所 成 的 排列 的 对 换 同 时 也 是 第 二 指 
标 所 成 的 排列 的 对 换 。 如 果 从 (161) 过 滤 到 (16:) 所 需要 的 对 换 
的 个 数 是 偶数 , 则 由 此 可 以 推 得 , 排列 2, 23，…, ps 属于 第 一 类 。 
因为 它 诫 然 可 借 偶 数 个 对 换 变 成 基本 排列 1，2，,…, n, 显然 可 知 ， 
它 也 可 异 侦 数 个 对 换 从 基本 排列 得 到 。 而 且 ， 此 时 闫 列 g1, qs， 
一 ,gn 也 属于 第 一 类 , 因为 它 是 借 同样 的 偶数 个 对 换 从 基本 状 列 
得 到 的 。 由 同和 料 的 理由 , 如 果 2, Pz,…, pi 属于 第 二 类 , 期 
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0，92，…， gs 也 属于 第 二 类 。 由 此 推出 ， 

《 1) Tpup3s pnl 一 (一 1) [91,03°" ,1] 四 
因此 我 们 有 ， 
(—1) Cupo plCipiGap rp = (~1) Kg gg gas "Ggineo 
总 之 ; 如 果 我 们 比较 和 (8 ) 与 和 (40) 的 对 应 项 , 如 可 看 出 , 这 两 个 
和 恰好 全 同 , 在 和 (10) 中 行 所 起 的 作用 正如 在 和 (8 ) 中 列 所 起 的 
作用 。 由 我 们 的 诗 洽 直接 推 得 , 如 果 在 才 中 所 有 的 行 用 烈 代 替 而 
县 所 有 的 列 用 行 代替 ;但 不 改变 必 们 的 均 序 , 旭 此 表 的 行列 式 的 体 

不 变 。 
例如 ， 下 现 两 个 三 阶 行列 趟 相等 


2,3,5| |2,7,2 
7,0,11=|3,0,1|。 
2,1,6| |5,1,6 


3. 行列 式 的 基本 性 质 .首先 叙述 刚才 证 明 过 的 性 质 一 一 
当 用 列 末 代行 时 , 行 刻 式 的 香 不 变 。 以 后 凡 对 于 烈 已 经 证 明了 的 
一 切 结 果 对 于 行 都 也 适用 而 且 反 过 来 也 对 。 
开 、 在 前 一 小 节 中 我 们 看 出 , 两 列 互 换 只 改变 行 烈 式 的 正 负 
号 。 这 对 于 行 也 是 一 样 ,就 是 识 , 两 行 ( 列 ) 互 换 , 行列 式 的 值 只 改 
II， 如 果 行 烈 式 具有 两 相同 的 行 , 剧 当 它 们 互 换 之 后 , 一 方 
本 行列 式 没 有 什么 改变 , 另 一 方面, 根据 卫 , 行列 式 改 变 和 
逆 就 是 说 ,如 用 4 表 行 列 趟 的 值 , 途 有 4 二 一 4 邹 4=0 。 总 之 ,如 
果 行 烈 式 有 了 两 行 (或 到 ) 相同 , 则 它 的 值 等 于 雾 。 2 
TV 变数 办, 2，…，%% 的 没有 常数 项 的 一 次 多 项 式 虹 做 这 
此 变数 的 禾 性 卉 次 数 ,就 是 襄 它 可 以 卖 万 下面 的 形式 : 
PVP1, Way Vn) =Q101 + 202 nn 


其 中 系数 % 与 x 无关。 这样 的 画 数 具有 下 面 应 个 很 明显 的 性 质 : 
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9 Fors Fray on) — Ep (v1 Vay 7y Vi) 
V1 YN Vat yay "7 Ln Yn) 一 

一 多 (27 Vay 0 十 2 (0 0 Yr) o 
后 一 个 性 质 对 于 任意 多 息 变 数 的 和 也 戌 立 。 现在 回 到 公式 (8 )， 
我 们 看 到 , 和 式 (8 ) 中 每 一 项 恰好 含有 每 一 行 的 一 个 元 素 作 为 它 
的 因子 。 由 此 得 出 , 行 烈 式 是 任何 一 行 (或 任何 一 列 ) 的 元 素 的 线 
性 齐 次 函数 。 

因此 ， 如 果菜 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 含 有 一 个 公共 因子 , 则 可 把 


忆 提 到 行刺 式 的 记号 号 之 外 。 
对 应 于 表 (6 ) 的 行列 式 的 值 常常 记 作 各 我 们 已 经 提 到 过 的 形 


式 : 
11), C12y 9 GIn 
G21y a2 “**» Can 
WT 
5 GT Cn2y Go 
或 者 伴 记 作 : 


加 al Cs, B=1, 2, ,1) 。 
上 述 性 质 对 于 特殊 情形 可 写成 ,例如 ,下 面 的 形式 


ha, aia, Paia G11, Q12) C13 


G21y C29 G23 | 一 六 | Ga1, Ga2, C23 


be 


Usly G32y Cs3 Cai C32, Ws3 
由 上 小 线 性 齐 次 画 数 的 第 二 个 性 质 得 到 下 面 的 行列 式 的 性 
质 :如 果 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 是 相同 数目 的 庄 项 的 和 ， 则 这 行 烈 式 等 


于 一 些 行列 式 的 和 ,和 中 的 每 个 行列 式 是 将 上 面 提 到 的 那 一 行 ( 列 ) 
换 记 单 独 的 一 项 而 得 到 的 。 例 如 


Cy DC 十 5 &, DC &, 8,0’ 
d, eff i=|1d, ef I+| a,e,f |, 
] 9 如 十 沁 9, hb, 4 9 hd 
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我 们 再 讲 一 个 由 线性 和 齐 次 性 得 来 的 直接 牙 敬 。 如 果 基 一 行 
( 列 ) 的 元 素 公 等 于 堆 , 旭 行列 式 等 于 零 。 

Y， 如 果 从 表 (6 ) 划 去 第 ?4 行 和 第 天 列 , 元素 cu 恰 在 它们 的 
交叉 点 上 , 其 剩 下 wm 一 了 行 与 (nm 一 了 ) 列 。 这 (mnm 一 了 ) 行 和 mw 一 了 ) 列 
作成 的 (m 一 1) 阶 行列 式 时 做 % 阶 基本 行列 式 的 对 应 于 元 素 ar 的 
学 式 。 用 4iw 来 麦 示 这 个 子 式 , 作 下 面 的 乘积 : 

Aip= (—1) tAir, (17) 

它 是 做 元 潍 om 的 代数 余子 式 。 现 在 来 证 明 ,这 些 代数 余子 式 就 是 
在 上 面 所 提 到 的 性 质 中 的 厂 性 齐 次 函数 的 系数 ,这 就 是 说 ,对 于 任 
意 第 5 行 下 面 的 公式 成 立 : 

A= A Ata + A = 了 2, 1…, 7), (18) 
而 且 对 于 任意 第 列 有 公式 : 

4 一 41k0tz 十 azCaz 十 十 4nxonx 人 不 一 1 2 2) (19) 
其中 4 夷 行列 式 的 值 。 换 名 话说 ,我 们 需要 永明 ,如 果 在 和 (8 ) 中 
我 们 归并 含有 某 一 固定 元 素 au 的 所 有 项 , 草 这 个 元 素 的 系数 应 该 
是 由 公式 (17) 所 定义 的 它 的 代数 余子 式 4m 。 先 用 Bi 甫 am 的 系 
数 , 并 且 要 首先 指出 , 这 个 系数 是 一 些 亿 一 了 个 元 素 的 乘积 的 和 ， 
潜 中 每 一 个 汪 积 已 不 再 含有 位 于 第 和 行 以 及 第 上 列 的 元 素 。 

首先 看 =%=1 的 情形 ,在 和 (8 ) 中 含有 元 下 eri 的 所 有 的 项 
的 和 可 写成 | 


on > DM Gop gap o 
这 里 的 和 数 是 关于 数 2, 8, …, n 作 所 有 可 能 的 排列 ps, zs， 
rp 所 得 到 的 项 相 加 而 成 的 。 在 完全 的 排列 1 Pps, …, Ps 中 第 
一 个 元 素 工 对 于 其 余 的 数 而 萌 总 是 处 在 顺序 的 位 置 。 所 以 对 于 迁 
序 的 个 数 我 们 得 到 等 式 . . 
Ll, a, *…, Pn] = [ps *…, pn], 
这 里 对 于 两 种 排列 都 是 以 升序 的 排列 作为 起 本 排列 的 。 如 此 我 们 
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得 到 au 的 系数 的 表达 式 如 下 : 2 
Bu= 2 A(—D Pg np o 


《Pa "Pn) 

这 个 和 是 与 行列 式 的 定义 相符 合 的 。 但 是 将 它 与 原来 的 行列 

式 比 较 缺 了 第 一 行 和 第 一 烈 。 由 此 着 出 ， 
B11= 411= (一 了 i411= An o 
就 是 说 , 当 ;一 8= 工 时 ,我 们 的 论断 已 鑫 证 明了 。 现 在 来 看 与 8 
为 任意 的 情况 。 将 第 i 行 依次 与 它 上 面 的 行 调换 , 使 得 它 最 后 被 
移 到 第 一 行 的 位 置 。 这 需要 作 (i 一 了 ) 个 行 的 调换 。 用 完全 同样 的 
历法 ,再 把 第 列 移 到 第 一 列 的 位 置 。 交 过 这 样 的 调换 以 后 ,元 素 
an 移 到 左上 角 元 素 a1 的 位 置 。 第 i 行 变 成 第 1 行 , 第 8 列 变 成 
第 1 列 而 其 余 的 行 与 列 的 次 序 不 变 。 由 .上 面 所 得 到 的 结果 得 知 ， 
钨 过 刚才 的 调换 以 后 , or 的 系数 等 于 dn 。 但 是 , 为 了 完成 这 样 
的 调换 , 必须 应 用 (i 一 1) 十 (6 一 1) 次 行 与 行 以 及 列 与 列 的 调换 。 
而 且 每 一 个 这 样 的 调换 使 4 和 列 式 涛 加 一 个 (一 了 的 了 1) 的 因子 。 因 此 ,总 
共 添 加 了 了 因 季 
(—1) (t—1)+(X—1)— (—1)+*, 

所 Bon Re 


Biv=-— rs (~—1) tA Ar, 


(= ts 
至 此 让 朋 完 成 。 如 此 ， 我 们 证 明了 公式 (18) 与 (19) 。 如 果 我 们 在 
行 烈 式 4 中 用 数 ,cs，…, 0 依次 代 禁 第 纪行 的 元 素 而 不 改变 其 
余 的 行 , 则 在 公式 (18) 中 因子 4 不 改变 而 新 行列 式 的 值 为 
4'=Au01t+ Aracat :t+ Aincn 。 (20) 
和 ;如 果 我 们 人 cu ca …, cs 依次 等 于 另 一 行 的 元 染 @j1, 4jz， 
;Qn 而 7 关 i, 则 行列 式 4 的 第 宇 行 与 第 了 行 相同 。 因 而 它 的 
人 和 了 =0,， 就 是 说 
“Anant Awaj t+ Amnain=0 (i#)) (211) 
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把 同样 的 证 法 用 于 列 , 于 是 有 
4azoaz 十 4azaar 十 … 十 4oxgnu 一 0 (有 尖 力 。 (21a3) 

式 (18),(19) 及 (21) 说 明了 一 个 对 于 以 后 很 重要 的 行 询 式 的 性 
质 。 
如 果 由 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 各 乘 以 写 们 的 代数 余子 式 , 然后 把 
这 些 乘 积 加 起 求 ， 起来 ; 则 所 得 的 和 等 于 行列 式 的 值 。 如 果 由 基 一 行 ( 烈 ) 
的 元 素 各 线 以 另 一 行 ( ( 烈 ) 行 ( 列 ) 的 相当 元 素 的 代数 余子 式 , 然后 然后 把 这 些 起 这 此 
薰 积 加 起 来 ; 划 所 得 的 和 等 于 圭 

VI. 我 们 把 行列 式 4 的 第 二 行 的 元 素 乘 以 同一 因子 之 后 ， 
把 它 加 到 第 一 行 ,此 时 行列 式 的 第 一 行 的 元 案 屡 成 

| 01 十 DC2) Gs=1, 2 ， 
由 于 性 质 TIV ,新 行列 式 等 于 两 个 行 烈 式 的 和 :一 个 是 原来 的 , 另 一 
个 是 这 样 的 一 个 行列 式 , 它 的 第 一 行 的 元 素 基 
Daz (s=1, 2, ,0) ， 

而 其 余 各 行 与 原来 行列 式 4 的 相当 行 胡 同 。 把 第 一 行 的 公共 因子 
2 提出 以后 , 于 是 第 一 行 与 第 二 行 相同 , 因此 , 这 个 行列 式 的 值 为 
堆 , 总 的 说 求 ,就 是 ;如 果 将 某 一 行 ( 烈 ) 屁 以 一 个 公共 因子 ,把 这 和 结 
困 加 到 男 一 行 〈 列 )， 芭 所 得 到 的 行列 式 的 值 仍 与 原来 的 行 烈 式 的 

现在 来 讲 一 些 以 后 要 用 到 的 记号 。 与 以 前 一 样 , 假设 给 了 一 
个 正方 形 的 表 (6 )， 且 仿 ! 为 不 超过 双 的 正 整数 。 由 表 (6 ) 中 的 
带 有 有 号码 入 , 2a …, Py 的 1 行 与 带 有 号码 91, 9s，…', 的 1 列 
扬 钥 成 的 1 阶 行列 式 用 下 面 的 记号 来 表示 : 
pq) Dog "** Wolal 


psgs 


Ppsqiy Gopagay **'y 


A Cn Pp2, 人 一 


Q1，03 *"* (22) 


| Gpid Lpiq2y “'"y Vpigs 


16 高 多 数 学 增 和 嫉 


在 这 里 通常 把 任何 一 个 数 4 本 身 就 时 做 对 应 于 这 个 数 的 一 阶 行列 
式 , 即 A(® )=en 。 正 整数 询 p, 2a D1 与 91， 92，…, 9 可 以 
不 必 按 照 p, 与 4, 的 上 升 的 次 序 安排 。 如 果 放 两 个 数列 滨 是 按照 
上 天 次 序 排列 的 , 旭 行 列 式 (22) 叶 做 行 询 式 (8 ) 的 一 个 ! 阶 子 式 。 
行列 式 (22) 可 以 从 行列 式 (8 ) 去 掉 (一 六 行 与 (2 一 六 列 而 得 到 。 
假设 这 些 慎 去掉 的 行 与 列 的 号 码 按 上 升 次 席 写 出 是 : ri 73，…， 
Ta 与 3 9，…， 3 -5。 则 子 式 
本 人 i rn) 


81) S52 ***? Sn~y 
时 做 子 式 (22) 的 余子 式 , 而 裘 达 式 
(Drotetptatat"+g A (人 Ia 的 (22)) 


31，33 Si- 


外 


岂 做 子 式 (22) 的 代数 余子 式 。 对 于 单独 的 元 素 cu, 这 个 代数 余子 
式 的 定义 与 原来 的 定义 (17) 一 致 。 

代数 余子 式 (221) 记 作 

4 

它 被 答 定 的 行列 式 (22) 完 双 决定 ,就 是 说 , 窜 欠 定 的 行 的 号 码 

序列 pa ps，…, Pi 以 及 列 的 号 码 序 列 gr qs，…, 9: 完全 决定 。 
我 们 固定 行 的 号 玛 。 行 列 式 4 的 值 显然 是 这 些 行 的 元 业 的 1! 次 齐 次 多 项 式 ,行列 

式 4 可 下 成 下 式 , 宪 是 可 以 主因 的 ( 拉 兽 拉 斯 定理 ): 


洲 (你 2 4 (mr; 22，…， 2 (23) 
Ga<0a<…<9 \1, Q2, "dL Q1，92，…， 21 


这 里 的 和 数 是 对 从 数列 过, 2，…， 和 4 取出 的 所 有 可 能 上 升 的 数列 9 ga … Qi 求 和 。 
在 和 (23) 中 项 的 总 数 等 于 从 个 元 夷 中 了 到 7 个 的 粗 合 总 数 : 
CI 一 各 (2 一 于 … (一 ?十 轩 
设 ROSE 二 


这 是 因为 数 4g, 在 和 (23) 中 已 秘 规 定 了 按 上 逢 的 次 序 排列 ,4; 的 次 序 因此 在 计算 和 (23) 
的 项 的 总 歼 时 不 起 任何 作用 。 当 1 一 1 时 ,4( 外 )=apg,s 公式 (39) 即 变 戌 当 i 一 了 时 
的 公式 (18)。 公 式 (23) 可 以 阁 是 将 4 按 行 展开 。 如 时 我 们 将 4 披 列 展开 , 即 可 得 到 
与 (23) 类 似 的 公式 。 这 是 容易 作出 的 ,以 后 我 们 将 不利 用 公式 (293) 而 且 不 打算 让 嚼 必 。 
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和 ,行列 式 的 计算 “二 阶 行列 式 的 计算 是 很 入 单 的 。 先 写 出 
表 而 且 曾 时 划 上 实 瘘 与 虚 烧 如 下 图 


Gas tig | 


按照 公式 (11) , 则 行 烈 式 的 值 等 于 实 线 上 元 素 的 乘积 减 去 虎 线 上 
元 素 的 聚积 。 

再 看 三 阶 行列 式 。 在 公式 (3 ) 中 我 们 写 出 了 三 阶 行列 式 的 展 
江 的 形式 。 不 难 验 证 , 它 可 以 用 下 面 的 方法 作出 来 :上 先 把 决定 行列 
式 的 表 写 出 ,然后 在 它 下 面 把 第 一 与 第 二 两 行 重 写 一 次 。 


dus Q1s» Qos。 | 


dots 22 ee Qos, 


于 是 我 们 得 到 一 个 具有 六 根 对 角 线 的 吉 , 其 中 每 一 根 对 角 线 把 三 
个 元 素 连 成 一 组 。 取 位 于 实 对 角 艇 上 三 元 素 的 乘积 而 不 改 号 , 取 
位 于 虞 对 角 线 上 元 素 的 乘积 而 加 上 和 负 号 。 然 后 把 这 天 个 积 加 起 来 
朗 得 行 烈 式 的 值 沙 重 斯 法 则 ) 。 

这 样 的 法 则 不 能 推广 到 鼓 高 阶 的 行列 式 。 因 此 ,为 了 糖 短 计 筑 , 必 须 另 想 办 法 。 例 


如 ,利用 在 前 一 小 节 所 提 到 的 行列 式 性 质 YI 是 有 歼 的 。 我 们 用 一 个 例 水 融 明 这 一 
点 。 取 四 阶 行列 式 


区 


8 Bi 1 
2, 1, 4 
1, 7, 4, : 
8 Ba 1 
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我 全 把 第 三 行 漆 及 (一 分 加 到 第 二 行 ; 此 外 , 把 第 三 行 的 3 倍加 到 第 四 行 ,再 从 第 一 行 
羧 去 第 三 行 的 3 倍 。 这 样 一 来 , 根据 天 寺 提 到 的 性 质 ， 原 求 行列 式 邹 入 化 成 下 面 的 等 
人 征 的 行列 式 ,其 中 第 一 烈 有 三 个 堆 

” 0, --16, -11，-6| 
0，--18，--… 4 
2 
0,， 26， 18，7| 
于 是 , 按 第 一 列 展开 ,根据 公式 (19) ,得 到 : 


HL 


4A= 


~16, —11, -6 
A4=|~13, ~ 4; 1|。 
26， 13， 7 


把 第 三 列 的 汪 舍 加 到 第 二 列 ,然后 把 第 三 列 的 13 倍加 到 第 一 列 。 就 得 到 


一 5， 一 38， 一 8。 1094, -35 
4=| 0 0 1 | |-sexa-asxtr- -aa 
2 4 7 117， 和 


5. 例 I. 假设 需要 计算 一 个 斑 行 大 面体 的 体积 ,从 一 个 顶 
点 出 发 的 它 的 三 边 是 矢量 人, 如 与 C。 和 如 [II, 101 所 知道 的 , 所 
求 的 体积 可 家 成 矢量 4 与 矢量 积 ( 吾 xC) 的 数量 积 : 
V=A(BxOC),. . (24) 
在 这 里 , 如 果 矢 量 和 4, B,C 的 转向 与 坐标 朝 的 转向 相同 , 其 
所 求 得 的 体积 带 正 号 ,如 果 两 者 的 更 向 相反 ,出所 求 得 的 体积 带 负 
号 。 人 矢量 积 〈 召 xC) 的 三 分 量 为 | 
B,0,.—B.O0,, BO0,—B,0;, BO0,— B,C,, 
因此 ,公式 (2 人 中 的 数量 积 为 
As(B,O:—B.O0y) + Ay(Bs0s—B,s0:) +As(BO,— B,Os 。 
不 难看 出 ,这 个 和 就 是 一 个 三 阶 行 齐 式 ,部 
14-， B,, O。 
do 也， Oy 
As, B:, CO。 
收 个 行列 式 等 于 寺 序 表示 体积 等 于 圭 , 换 和 句 话说 , 朗 下 示 三 矢量 并 
面 ,就 是 况 , 它们 在 一 焉 面 上 。 如 果 我 个 把 行列 式 中 的 两 行 ( 烈 ) 调 


。 . (25) 
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痪 ; 例如 第 一 与 第 二 列 庵 换 ， 则 原来 的 次 序 4， 如, C 换 成 另外 的 
次 序 召 , 4, C 。 这 样 一 来 ,如 果 原 来 次 序 的 矢量 与 坐标 朝 有 相同 
的 转向 , 旭 现 在 它们 与 坐标 井 有 和 想 反 的 转向 ;而 且 反 过 当世 对 。 与 
此 相当 的 是 行列 式 的 值 变 号 。 

如 果 用 类 似 的 方法 在 焉 面 了 了 上 去 考察 分 量 为 (4s，4,) 与 
(B,，By) 的 两 个 矢量 , 卓 由 这 两 个 矢量 作成 的 焉 行 四 边 形 的 面积 
等 于 二 阶 行列 式 
A;s, Bs 
A,, B, 

现在 来 考察 三 角形 , 它 的 顶点 坐标 为 

Li Y1), Malwa, ga)， Ms, (ws, ys) o 

取 矢量 和 4= 表 及 3 与 如 = sa， 它们 的 分 量 各 为 : 

有 (oo 一 ci Ya—Y), MM ra— vi, ya 一 0 ， 
于 是 上 述 三 角形 的 面积 序 可 活 成 

工 | 和 一 和 14， Va— Wi 
P= |y—y, ys— 

不 难 证 明 ,. 上 述 二 阶 行列 式 可 换 写 成 三 阶 行列 式 而 且 可 以 把 

公式 用 下 面 的 形式 写 出 来 : 


P= 


Eo 


PA 


Vi, Wa, 3 
Yi, Ya Ys 
有 于 和 

这 个 行列 式 壬 于 走 是 三 点 Mai，Ma，Ms 在 一 直线 上 的 条 件 。 换 名 
话说 ,通过 两 已 知 点 Cu 级 ) 与 (oa Ya) 的 直线 方程 可 以 写成 下 
面 的 形式 : 


_1 
P= 本 


了， Pi, Va 
YY Yi, Ya 
es et 


=0。 


如 
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II. 利用 行列 式 ,不 难 作 出 莫 些 几何 吉 迹 的 方程 。 砚 如 , 求 通 
过 三 已 知 点 (oz 91) ，(wa ga) 与 (za Ys) 的 图 的 方程 。 容 易 和 看 
出 ,借助 于 四 阶 行列 式 ,这 个 方程 可 写成 下 面 的 形式 : 
好 十 多， 对 十 拓 ， 碍 十 败 ， 三 十 天 
vw V1, NW2, ws 
2 211， Yay Ys 
eh 1, 图 1 
实际 上 ,只 要 按 第 一 列 展 开 , 就 可 看 出 上 述 方 程 是 一 个 二 次 方 
程 ,其 中 弛 与 的 系数 相同 而 且 缺 节 积 wy 这 一 项 , 就 是 说 ， 方程 
(26) 表示 一 个 贺 。 最 后 , 如 果 我 们 在 这 个 方程 中 作 代 换 4 一 wv 与 
y 一 yr(% 一 2,8), 央行 列 式 中 的 第 一 列 将 与 另外 的 某 一 列 相同 ， 
因此 方程 部 怜 满足, 就 是 说 ,这 个 圆 确实 通过 这 三 个 已 知 点 。 需 要 
注意 的 是 , 如 果 这 三 个 已 知 点 在 一 直线 上 , 旭 在 方程 (26) 中 
(2 二 2) 的 系数 变 成 堪 , 因 此 方程 不 再 表示 一 个 图 而 是 一 根 杜 线 。 
完全 一 样 , 在 具有 坐标 辆 OX ,OF, 02 的 空 辣 内 , 通过 三 已 
知 点 (2， 纺 ， 为 ) ， (V2， ga 22) 与 (V3, Ys, 为 ) 的 下 而 的 方程 可 以 
用 四 阶 行列 式 写 成 下 面 的 形式 : 
Wm, V1 Va, Va 
Y, Yi Ya Ya 
ZZ, YZ1, Ya 3 
se 
如 果 三 已 知 点 在 一 直线 上 , 央 方 程 (27) 变 成 恒等式 0==0 。 
III. 现在 来 看 一 个 % 阶 行列 式 D,, 它 的 每 一 行 是 由 荣 一 个 
数 的 震 次 党 次 到 (n 一 1) 次 索 所 组 成 : | 


=0。 (26) 


=0。 (27) 


。 (28) 
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当 n=1 和 2 时 , 邹 有 
Di=1; Ds=%1—%ao 
为 了 展开 行列 式 Ds， 人 z 替换 v4。 于 
是 得 到 下 面 的 行列 式 *… 
2, mw, Ii 
Ds (2) = Ir3, va, I 
L283, wes 1| 
加 按 第 一 行 展开 时 ,名 可 看 到 , Ds(w) 是 x 的 过 次 多 项 式 。 如 
果 在 行列 式 中 施行 代 换 2 二 zs 或 4 二 zs, 则 第 一 行 即 分 别 与 第 二 
行 或 第 三 行 相 司 , 因 而 行列 式 的 什 为 堵 , 就 是 说 ,二 次 三 项 式 Pa(z) 
具有 两 根 os 与 za, 因 前 可 写成 
Ds(%) = 4s( 一 2a) (2 一 0s) ， 
其 中 4s 是 ? 的 系数 ,也 就 是 行列 式 Ds(z) 的 元 素 2 的 代数 余子 
式 , 2 是 在 行列 式 的 左 .上 角 , 因 此 得 到 


9 


be 


就 是 谣 , 4s 等 于 由 数 ms 与 ms 组 成 的 行列 式 De 。 最 后 得 到 : 
Du) = (wa— ws) (一 oa) (> 一 oa) 。 
作 代 换 %=w1, 我 们 序 得 到 将 Ds 典 成 三 因 式 乘积 的 表达 式 
二 (21 — Xa) (wm1 — a) 写生 
| (wa — Ta) 多 
用 先 全 类 似 的 方法 , 在 有 了 Ds 的 表达 式 以 后 , 邹 可 得 到 D 
的 表达 式 。 它 是 六 个 因 式 的 乘积: ， 
(v1—%3) (zi 一 zs) (2 一 0) 
也 4 一 号 (za 一 0s) (Za 一 0) 


(fs se) o 


好 富 等 数 学 数 稳 
完全 一 样 ,对 于 任意 全 我们 得 到 下 面 的 D; 的 表达 式 : 
Tc 一 oa) (CO 一 28) (01 一 人 
(oa 一 2a) "* (a — 1n) 


D,= | (29) 


(on -1™ Tr) o 


丕 常 我 们 把 它 寻 做 范 德 蒙 行列 式 。 
上 进 琢 达 式 与 行列 式 的 基本 定义 有 一 个 有 趣 的 关系 。 任 意 一 
个 n% 阶 行列 式 可 以 写成 


Diny ln-1 ”011 


Wany ap-1)…》 人 21 (30) 


oo 


在 宅 里 面 我 们 郊 粹 形式 地 将 wu 换 成 .从 -+。 沟 过 这 样 的 代 换 以 后 ， 
行列 式 (80) 显然 化 成 了 范 德 莹 行列 式 (28) 。 由 此 直接 得 出 下 面 的 
用 以 才 达 行列 式 (30) 的 那个 和 的 形成 法 出 : 先 把 才 达 式 (29) 的 括 
号 解 开 , 然后 把 所 得 到 的 每 一 项 中 的 每 一 个 宕 咏 ! 都 用 vrs 代 换 ， 
而 且 , 如 果 在 这 样 的 项 中 当 某 一 个 数 wm 不 出 现时 ， 则 在 该 项 中 应 
添上 因子 叹 , 然后 把 它 用 wu 代 换 。 经 过 这 样 的 代 换 以 后 ,由 表达 
式 (29) 得 来 的 这 个 和 可 以 用 作 行列 式 的 定义 。 
.IV. 现在 来 看 一 个 以 后 与 我 们 有 关系 的 表达 式 : 


1 十 0 413， QH13，… "9 Q1n 
-1931， Goa 十 和 Ga23，…… Can. 
4d(z) 一 | cai， 0233，Css 十 2 Ga |， (819 
Cn1, Qn2, Qngy 3 Gopn 十 人 


泄 它 按 文 字 x 的 知 展 开 。 为 此 ,首先 把 (81) 换 写成 下 式 : 
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Ca 十 ZX，ai 十 0，als 十 0，…，adin 十 0 
CA 
asit0, gsst+0, gast+w, «**, can 十 0 (82) 
git+0, 0 Cg 十 0 7 Gan 二 

′ 这 个 行列 式 的 每 一 列 和 都 是 两 项 的 和 ， 只 要 层次 应 用 行列 式 的 
性 质 IV, 我 们 部 可 把 它 换 写成 2" 个 行列 式 的 和 ,其 中 每 个 行列 式 
的 每 一 列 都 是 单项 的 。 如 果 在 表达 式 (32) 的 所 有 的 列 中 去 掉 第 二 
项 , 则 我 们 得 到 在 4(o) 的 展开 式 中 的 常数 项 ， 就 是 不 含 % 的 项 : 
QI11y QI139 “** Qin 


es Qa31y (223y “Gan ; (33) 


ee 


4d(o) = 


i Cniy Un2y Cnny 
反之 ,如 果 在 所 有 的 列 中 去 掉 第 一 项 ， 则 得 到 多 项 式 44) 的 最 高 
次 项 ,就 是 


10, 0, 0, ,2 

更 在 来 看 上 述 多 项 式 的 中 向 项 。 假 坑 在 行列 式 (82) 的 第 bp1， 
Pp2，…, Ps 这 些 烈 中 我 们 取 第 二 项 而 在 其 余 的 列 中 下 第 一 项 , 这 时 
号 码 为 的 2,…, 8) 的 每 一 列 的 元 素 除 去 一 个 元 素 外 其 余 
全 是 0, 这 个 非 需 元 素 就 是 x, 它 位 于 主 对 角 钱 上 ,就 是 敬 , 它 在 具 
有 相同 号 码 的 行 与 型 的 交点 上 上 。 当 将 这 样 得 到 的 行列 式 依 灵 技 第 
Diy Pz …; 2 列 的 元 素 展 开 时 , 于 是 我 们 从 这 些 列 就 得 到 因子 m 
而 且 依 次 划 去 了 带 有 号 码 P1, Ppa， …, ps 的 行 以 及 带 有 相同 号码 
的 列 。 每 一 次 这 样 划 掉 以 后 , 对 应 元 素 的 代数 余子 式 恰 好 就 是 行 
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烈 式 的 子 式 。 因 为 它 是 由 划 去 同 号 硒 的 行 与 列 而 得 到 的 。 这 样 一 
来 , 对 于 列 的 号 码 pe(%== 二 ,2，…, s) 的 任意 一 种 取 法 ， 如 上 得 到 
的 行列 式 的 值 是 vw 的 一 个 单项 式 , 它 的 系数 等 于 从 基本 行列 式 
(88) 划 去 一 些 行 与 烈 以 后 所 得 到 的 一 个 (n 一 s) 阶 行列 式 。 这 些 

规划 掉 的 行 与 列 相 交 于 主 对 角 元 素 wm， apm，…， ann 。 我 们 用 
记号 4 来 表示 这 个 (m 一 9) 阶 行列 式 。 通 沉 把 这 种 行列 式 旬 
做 行列 式 4 的 《n 一 8) 险 主 子 式 。 当 数 p1, pa， …， 2 就 各 种 方式 
选取 时 , 智 果 就 得 到 多 项 式 4(%) 中 v 项 的 系数 ,这 个 系数 等 于 所 
有 可 能 的 (n 一 s) 阶 主子 式 的 和 ,就 是 

A(w) = Sm 1 Sw + dn t+ Sn, 

其 中 A 等 于 行列 式 4 的 所 有 阶 主子 式 的 和 , 特别 是 , 8,= 4。 
系数 Ss 更 可 说 盘 地 写 出 如 下 : 


C2 nt) 
人 一 PipaPn-k 一 
Vi<Da< pnk 了 Da pre- 
Caig Caigs "ys Go:ax 
& & "0 
各 六 G019 Qala; 》 Qk 
。 (84) 
1<If Em GR 


Paxqry Lanny 5 Coxgx 


这 里 的 和 数 是 对 从 名 个 数 1 2, :…, nn 中 取 个 数 gi, qs …， 
qs 的 所 有 可 能 租 合 所 得 汉 的 行列 式 相 加 而 成 的 ,而 是 q1, ga 9x 
是 按照 上 升 次 序 排列 的 。 假如 我 们 在 表达 式 (34) 中 全 每 一 个 qj 独 
文 地 取 从 1 到 % 的 值 , 则 在 排列 g1, qs, …, gs 中 整数 的 排列 次 序 
不 只 是 上 升 的 而 且 所 有 其 他 可 能 的 排 烈 都 要 出 现 。 精确 的 说 ,在 
由 独 直 地 取 工 , 2， …, n 所 得 到 的 和 数 中 ,每 一 个 上 升 的 数列 产 
上 生 1! 个 啡 列 。 现 在 应 蕊 注意 的 是 ,在 公式 (34) 中 每 个 行列 式 的 什 
并 不 因 任 何 两 个 数 % 与 9 的 调换 而 改变 。 实 际 上 ,例如 如 果 我 个 
调换 gq 与 ga, 划 等 于 在 获 行 列 式 中 把 第 一 与 第 二 行 铜 换 同时 把 
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第 一 与 第 二 列 调 换 , 因此 不 影响 行列 式 的 值 。 所 以 , 从 上 面 得 出 : 
如 时 在 表达 式 (34) 中 我 们 分 9; 独立 地 取 从 1 到 的 值 , 然后 对 它 
们 作 和 数 , 划 和 数 (34) 虫 每 一 项 恰好 重复 71 次 ,由 此 ,我 们 可 以 将 
系数 5 的 表达 式 写 成 下 式 : 
-半岛 访 训 A) 9 
6. 关于 行列 式 乘法 的 定理 ”在 这 一 小 节 中 我 们 来 刘 明 两 个 
同 阶 行列 式 的 乘积 的 公式 。 


假定 有 两 个 % 阶 行列 式 : 
4= {aml? (36,) 
与 
di= |bil 0 (56,) 
全 
ep= Bab (és, B=1, 2, .ee N) (87) 


作 一 个 以 cu 为 元 素 的 新 的 行列 式 。 我 们 来 证 明 这 个 行列 式 等 于 

行列 式 (86:) 与 (863) 的 积 。 先 证 明 % 一 2 的 情形 。 套 照 公式 (37)， 

， 根据 [ 引 中 的 性 质 TIY， 将 新 的 行列 式 |owl3 展 成 一 些 行列 式 的 和 ， 
则 得 


G11 C19 Qi1D11 TF C32021, Q11013 + (410022 


Ca1, C22 G21011 T022021, 921019- 422022 


QI1D11, G11012 Qr1b11, 412D22 


Qo1Q11, 2D2n 


CalD11，CalD1s 


Qa021, GD13 Wi2D21, Cia022 


人 


CasDal ，CasaD23 
当 从 每 一 列 中 提出 共同 的 因子 以 后 ,发 现 第 一 与 第 四 两 行列 式 名 
含有 相同 的 列 , 因 此 它 个 此 等 于 雾 。 只 要 裔 换 第 三 个 行列 式 的 列 ， 
部 得 双 所 要 证 朋 的 等 式 : 


G2ab21, Cs1D13 


G11 C12 11) Q12| ， 1239 CHT 
= Di10aa 十 D12021 过 
Ca1, C23 21 {a2 22 C21 
11 U12 ‘11 QH13 
MH 11023 Di2D27 
21) C23 .21y (22 
CH1，， Ql12 Qily R12 Da1， Dis 
= (011022 — b12021) = . » 
1G931， CQ23 Coaly C23 Dat, O33 
在 阶 数 % 为 一 般 的 情形 ,应 用 [38] 中 性 质 IV， 即 得 : 
Qi Dai 》 Gdls:Deay 9 [2 4 
GauDs1， Cassbes2) *'"y G2snd 
|eu | 4 一 >3 Si S119 283) > nv nl ， (88) 
SDDS) 


GnaDsa CnsiDssay CnBeon 
其 中 和 号 下 的 变数 51， so，…, ss 取 整 数值 1, 2，… nm。 这 个 和 的 ， 
每 一 项 可 写成 2 
Cis Qiesy "yg CQlsn 


‘40 


， Ca3s Uaesy "Cas 
Bandana Bown ss els (89) 


| 
如 果 在 某 一 项 中 的 s, sa，…， ss 有 相同 的 , 旭 该 项 中 的 行列 式 有 
往 向 的 列 , 因 此 该 项 序 竺 于 老 。 所 以 我 们 只 须 考 虑 这 桩 的 项 ,就 是 
其 中 s 彼此 不 等 的 那些 项 。 此 时 yst， 82，…, sn 表示 数 工 2 …, n 
的 某 个 排列 。 将 砂 达 式 (39) 乘 以 因子 《一 卫 %"…" 两 次 ,并 不 履 
变 原 来 的 值 ,于 是 这 个 式 子 可 以 写成 两 个 因子 的 乘积 : - 

Qs) Die 1) Clen 


人 Qasr Ga ”Cas A 
(一 1) [sy ea “es sn] 。 B29 jy 3 和 (一 Dis» S29 "yp sn]b, 06,9 i “Donn 


nsiy Qnssy “Gen 
在 第 一 个 因子 里 ， 借 一 些 对 换 邹 可 把 排列 s，sz，…，s* 变 成 排列 
1, 2 9。 对 于 每 一 次 对 换 ，( 一 起 呈 与 上 面 写 出 的 行列 
式 都 名 改 一 次 号 , 所 以 整个 第 一 个 因子 不 改变 。 这 样 一 来 , 表达 
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式 (89) 可 以 写成 下 式 


各 
1 C143 ”3 Gan 


Q21, 0G23，………，93， 
》 ? Lae (一 了 名 加 Da1Daa Donny 


aly Gney ,Cnn 
因此 ,和 (88) 朗 可 写成 下 式 : 
jc 一 人 之 sm) (—1) eb be, Den 


其 中 和 数 是 对 于 数 1 2, …, n 的 所 有 排列 求 和 。 芝 个 和 等 于 行 
列 式 4, 就 是 说 ,|cm|?= 441, 这 就 是 所 要 证 的 。 关 于 on 的 公式 
(87) 可 卖 进 如 下 : 行列 式 4 的 第 纪行 的 元 素 与 第 二 个 行列 式 的 
第 列 的 相当 元 素 相 和 柔 , 然 后 把 这 些 乘积 相 加 起 来 所 得 的 和 数 就 
是 cw。 我 们 知道 , 在 一 个 行列 式 中 将 行 与 列 调换 , 行 刻 式 的 值 仍 
不 改变 。 由 是 , 上 议 的 行 与 询 相 乘 的 法 则 可 以 用 其 他 三 种 法 则 的 
任 一 种 来 替代 : 行 与 行 、 或 列 与 列 、 或 列 与 行 相当 的 法 则 。 类 似 的 
定理 对 于 任意 郊 阶 行列 式 些 成 立 。 
最 后 叙述 定理 如 下 :假设 有 两 个 风 阶 行列 式 : 
lal 与 5ml。 
从 类 的 行列 式 
leiw| 

宪 的 元 素 是 按照 相 列 任 一 种 到 式 计算 出 交 的 : | 

C= > QisDsy 把 《40 


cn— Basbm (i, b=1, 2, + n), (402) 


CU 一 | GstDsn (40s) 
Giz 二 训 Getpzs o (40,) 


于 是 ,行列 式 |cs | 的 便签 于 行列 式 |ag| 与 |54| 的 值 的 于 积 。 
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例 与 基本 行列 式 


A4= |ow| . 
同时 ,我 们 来 考虑 它 的 元 素 的 代数 余子 式 作 元 素 的 行列 式 
[4z| 0 


.按照 上 述 定 理 中 的 每 与 行 相 莱 的 公式 , 将 生 积 |awj* 14mx| 卖 
示 成 行列 式 ,这 个 行列 式 的 元 素 就 是 
Cip = ” tis Aks o 


按照 行列 式 的 性 质 V，, 我 们 得 到 : 
cx 一 0 当头 有，ct 一 4 


就 是 伍 ， 
4，0，0, .…, 0 
0, 4, 0, ,0 
[aw|: |Am|=|0, 0, 4, .…, 0 
0, 0, 0, .…, 4 
或 者 ,不 难看 出 : 


[ez 人 4 人 一 42， 即 4| 4x| 一 个 。 
当 4 不 等 于 雾 时 ,可 从 两 端 消去 4, 得 
14ali dt (41) 

如 果 元 素 gw 二 a 多 使 得 行列 式 4 等 于 雾 , 则 可 以 这 样 选择 or 的 值 
使 得 一 方面 cu 与 op 可 任意 接近 而 另 一 方面 使 得 行 放 式 4 的 值 
不 等 于 等 。 对 于 这 样 的 值 cu 公式 (所 ) 总 是 成 立 的 ， 因此 , 当今 
ae->d8 时 取 极限 ,这 公式 当 ow 一 4 中 时 也 成 立 ,就 是 说 ,这 公式 当 
4=0 时 也 成 立 。 和 如 果 将 4 与 4Aw 用 元 素 az 才 出 , 则 公式 (条 ) 是 ， 
元 素 ax 的 一 个 恒等式 。 

.长 方形 卖 ”以 后 我 们 将 会 遇 到 这 样 的 一 种 数 表 , 其 中 行 与 
烈 的 数目 可 能 是 不 相同 的 。 现 在 来 考虑 这 种 较为 普 逼 的 表 ; 
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1 
1 G11 003 
| C21 C2ay ea 


它 售 有 以 行 与 4 列 , 丽 n 与 久 可 能 不 同 册 可 能 相间 。 从 卖 中 
去 掉 某 些 行 与 烈 ,使 得 剩 下 的 行 与 型 的 数目 相等 ;我 们 就 可 以 把 番 
下 的 行 与 型 组 成 一 个 行 烈 式 。 这 样 得 到 的 行列 式 呼 做 舍 于 表 (492) 
内 的 行列 式 。 这 些 行列 式 可 能 其 有 的 最 大 的 阶 数 显然 等 于 由 与 m 
两 数 中 的 较 小 的 一 个 , 面 这 些 行 殉 式 的 最 小 的 阶 数 等 于 一 ,着 且 一 
夫 行 列 式 就 是 圾 (42) 中 的 元 素 本 身 。 假 定 所 有 含 于 表 中 的 了 阶 行 
列 式 伪 等 于 雳 。 不 难看 出 ,所 有 合 于 表 中 的 (1 十 T 阶 行列 式 也 就 
众 等 于 等。 实际 上 ,每 一 个 这 样 的 〈! 十 轿 阶 行列 式 可 以 表 成 它 的 
某 一 行 元 索 与 这 些 元 素 的 代数 余子 式 乘 积 的 和 。 但 是 代数 余子 式 
与 霄 中 某 一 . 7 阶 行 列 式 至 多 差 一 个 正 负 号 。 由 是 , 屁 们 至 等 于 雾 ， 
所 以 所 有 (上 四 阶 行列 式 全 等 于 圭 。 底 然 所 有 (十 思 阶 行列 式 等 
于 雳 , 则 如 上 可 证 所 有 (7 十 9 阶 行列 式 也 双 等 于 雳 , 依 此 类 推 , 那 

来 ,如 果 含 于 玫 中 的 某 一 确定 的 阶 的 所 有 行列 式 全 等 于 雳 , 则 所 有 
” 误 玫 的 较 宛 阶 的 行列 式 也 至 等 于 替 。 

现在 引进 对 于 将 来 很 重要 的 关于 表 的 秩 这 个 概念 ,或 如 一 般 
所 说 的 ,关于 短 阵 (42) 的 秩 的 概念 。 表 (42) 中 的 所 有 不 等于 盐 的 
行 刘 式 的 阶 的 最 大 者 叫做 芒 表 的 秩 , 就 是 敬 , 如果 表 的 秩 为 1 则 
在 傅 于 家 中 的 + 阶 行 刘 式 中 至 少 有 一 个 不 等 于 者; 而 大 项 表 中 的 所 有 
(+1) 阶 行 更 式 双 等 于 爱 。 

假设 除了 才 (42) 外 述 有 一 个 行 凤 列 的 才 : 

| 5 Bia, Bi 
ns 8 


Driy bn2y “Dam | 
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站- 一 - -一 -一 一 一 


作 m? 个 数 


Cix = ads (2 b=1, 2 …， m) (44) 


以 这 些 数 oi 作 元 素 所 组 成 的 正方 表 通 常 时 做 长 方志 (42) 与 (43) 
的 莱 积 。 

下 列 定 理 是 关于 行列 式 乘法 定理 的 一 个 推广 : 

定理 如 果 m<n, 如 


(42, 9 IT》 Fay ""*y i 
ri<rs er crm pe Tay *"*y T) BT 2, . 人 (45) 
这 个 包含 着 所 有 这 样子 的 项 ， 在 每 一 项 中 的 ri， ye 和 是 从 ， 
数 I,2，,…,n% 取 出 来 的 ， 而 有 适合 内 加 号 下 的 不 等 式 。 名 上 暴 . 


% 之 nn， 央行 询 式 |ow|? 等 于 顽 。 

记号 A > 芝 i 2) 与 了 (和 多 的 的 意义 在 [8] 中 
已 经 廓 中 过 了 。 其 中 第 二 个 记号 所 表示 的 行列 式 是 由 表 (48) 中 位 
于 wa 人 3 各 行 与 1, 2,，，, m 各 刚 上 的 元 索 所 组 成 的 。 当 
Mh 时 ， 公式 (45) 中 的 和 仅 包 合 71 二 1， Ya 一 2 9 的 这 
一 项 ,此 时 公式 (45) 就 变 成 了 关于 行列 式 乘积 的 定理 。 7 

先 看 %<n 的 情形 。 公 式 (人 5) 的 证 明 与 关于 行列 式 乘法 定理 
-的 话 明 是 类 位 的 。 与 (88) ，(89) 相仿 ,在 这 里 我 们 有 


lowl?— (2 各， 全)2aapanrBaon (46)， 


$1, S82» 

”其 中 每 一 个 要 取 二 2,…, n 雍 值 , 并且 几 有 相等 的 % 出 现 的 
那些 项 者 可 以 不 写 , 因为 这 些 项 企 等 于 零 。 从 数 1，2，…, 中 取 
任何 一 个 固定 数列 4<7s<…<rw， 而 且 从 和 (46) 中 提出 嘟 一 些 
项 ,其 电 每 项 的 oa sa …， sn 恰 是 这 宫 个 数 记 ,72，…， ?wm 的 一 个 
排列 。 这 样 我 们 就 得 到 和 (46) 的 一 部 分 : 


卫 ，2，，…… 4 7 了 
4( aaa (47) 


ti, ta, 


| em | 一 
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其 中 和 数 是 对 于 数 71， Pay Tm 人 tb, fay ,bn 求 和 。 
将 和 (47) 中 每 一 项 乘 以 (一 了 名“… 吉 两 实 , 完全 与 在 [6 中 所 作 
的 一 样 ,我 们 同样 证 明 , 这 个 和 等 于 


A Be 
们 只 要 把 这 种 乘积 对 所 有 可 能 的 取 法 wx<ma 芝 …<rn 相 加 起 
来 ， 就 得 到 公式 (46) 中 右 端 的 全 部 , 也 就 是 证 助 了 公式 (45)。 
最 后 , 假设 m>n 。 此 时 我 们 在 才 (42) 中 添上 完全 由 雾 组 成 的 
(m 一 nn) 列 , 而 在 才 (43) 中 添上 完全 由 雾 粗 成 的 (m 一 n) 行 。 如 果 : 
在 这 样 添加 以 后 ,不 是 接 公 式 (44) 而 是 搂 下 面 的 公式 来 计算 cw: 


Gir 一 eb . (%, »=1, 2, “Mm) (48) 


则 我 们 仍然 得 到 原来 的 值 cu, 因为 在 (48) 的 右 端 所 添加 的 部 分 等 
于 需 。 另 一 方面 , 在 上 述 添加 以 后 , 表 (42) 与 (43) 序 变 成 正方 家 
而 与 它们 对 应 的 行列 式 都 等 于 零 。 因此 , 按照 关于 行列 式 乘法 的 ， 
定理 ,行列 式 |ow|? 等 于 零 , 定 理 邹 党 完全 证 朋 。 

。 。 附注 和 如果 有 两 个 长 汶 家 各 有 训 行 与 4 列 ， 基 当 按照 行 与 行 
相 乘 的 公式 ; 


0 一 Sanbn (2 A 2，…， 1m)， 
” 印 得 行列 式 |cw|?, 它 的 什 当 mr>n 时 等 于 喜 , 当 mw<n 时 由 下 列 
公式 表 出 : 

Ice D2 Wl 2, …， walls 2 m) 


Ty To To T1972) rm/ 
聂 假 巩 有 两 个 汪 阶 方 表 ,它们 分 别 由 元 素 oz 及 5b 组 成 ,而 
数 cn 是 按照 公式 (4 和 来 规定 的 , 现在 我 们 把 行列 式 [om| 的 子 式 


0(2 名 ;名 ) 用 行列 或 lau|: 及 [Blt 的 子 式 表 达 出 来。 不 


过 
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难看 由 ,作成 子 式 C (B12 1 人) 的 方志 是 下 列 两 长 方志 的 本 
积 : 


i 
| pa 2oa， Gpm) Dig big “°° Dig 


| Bag Daz Ban | 
与 . ls 


| py Rpi2y Go 外- Dac， bigsy “0y Dugs 
应 用 刚才 证 有明 过 的 定理 ,我 们 得 到 所 要 求 的 表达 式 : 


CD Pa PN (Da Da 
人 Gay < CG 3 9.] 


3 Ty 人 - 
人 (49) 
了 其 中 入 取 数 直 2，… mm 的 值 。 吕 Rs， Rs， Ro 分 别 为 表 | 性 > 
Howl? 与 上 eml? 的 秩 。 艾 如 说, 如 果 Ra 过 % 而 且 在 公式 (49) 中 分 


1>B, 则 所 有 4 人 (2 名， 各) 根据 马 的 定义 他 等 于 雳 ,因此 ， 

所 有 C(C4， 名 ， 2) 双 等 于 堵 。 由 此 推出 ， Rol 部 BoB 

如 果 袁 |awml? 的 秩 等 于 n， 卓 显然 有 Ro< Rs, 或 Bo<n 。 同 样 

可 证 Ro< Ra 。 将 来 我 们 还 要 证 明 , 如 果 行 列 式 |bw|1#0， 划 
coc 二 Ra, 而 且 如 果 lew|? 半 0, 央 Ro= Ra。 . 
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8. 克 兰 姆 定理 ”在 行列 式 的 松 念 建立 以 后 ,并 且 也 兰 衣 了 它 ， 
的 基本 性 质 , 我 们 现在 转 到 这 个 概念 对 于 解放 性 方程 粗 的 应 用 。 
首先 让 我 们 考虑 基本 的 情形 ,就 是 方程 与 未 知 数 的 数目 相等 的 情 
形 。 含有 %% 个 方程 和 个 未 知 数 的 方程 租 可 用 下 烈 形式 写 出 来 : 
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121 十 Ga 十 十 Can0o 一 六 
~ Gal0 十 aaa0a 十 … 十 Gan 二 02 


(1) 


Cna01 十 Cra203 十 十 CO es b, 0, 


其 中 系数 的 珊 法 正如 我 们 在 [1] 中 对 于 具有 三 个 未 知 数 的 三 个 力 
程 的 情形 所 引用 过 的 一 样 。 我 们 先 作 一 个 假定 , 就 是 假定 方程 组 
的 行列 式 , 外 相当 于 由 方程 组 的 系数 om 粗 成 的 表 的 行列 式 , 不 等 
于 雳 - 

~ 二 |aw| 0 。 六 ( 2) 
将 方程 组 ( 1) Ae % 询 元 素 的 代数 余子 式 ， 
就 是 吝 , 将 方程 租 的 第 一 个 方程 的 两 端 乘 以 A1s, 第 二 个 线 以 4sw， 
如 此 类 推 。 然 后 把 这 样 得 到 的 方程 加 起 来 。 和 结果 我 们 得 到 这 样 一 
个 方程 , 它 的 右 端 是 和 数 
Ainb1+ 42xzp3 十 … 十 nkbn 
. 而 它 的 左 端 每 个 未 知 数 w 的 系数 由 下 列 的 和 数 表 示 
AspQu Aapaat 二 Anpon Q=1, 2,*…, 1%)o 
过 些 和 数 当 1 关 1 时 等 于 雳 ,而 当 1 二 时 等 于 4， a 我 们 得 
到 下 列 形式 的 方程; > 
站 wp= Airb1+ Azrbat :+ Anxb, 。 
对 于 每 个 指标 都 这 样 作 ,我 们 就 由 方程 组 (1 ) 得 到 新 方程 组 
demp= yb1 Asrbst Annbn (k=1, 2,.., 1)。 (8) 
不 难 证 明 , 反 转 来 ,方程 租 (1) 也 可 以 从 方程 租 (3 ) 推 出 来 。 实 际 
上 ,. 以 aw 线 方程 (3 ) 的 两 端 , 然后 按 厂 从 1 到 % 相 加 起 来 。 仍 
”钱币 用 行列 式 的 性 质 V, 就 得 到 下 面 这 方程 
了 (qriwit qrat :+t nn) 一 db (4) . 
因 4*0, 可 从 方程 两 端 将 4 消去 ,由 此 和 即 得 方程 粗 ( 工 ) 中 的 第 1 
个 方程 ,而 且 对 于 任 滞 的 7 (当然 了 只 能 取 工 到 的 值 ) 都 可 这 样 ， 


5 
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作 s 于 是 方程 组 (1 ) 与 ( 3 ) 是 等 价 的 ,就 是 说 ,它们 的 解 全 同 。 因 
此 我 们 解 方 程 租 (3 ) 邹 等 于 解 方程 粗 (1) 。 方 程 粗 (3 ) 显 然 有 解 
且 只 有 一 解 , 可 由 下 烈 公式 计算 出 来 : 


A 证 3 ; 
ee 十 Annb (p=1, 2, 1, na。 (5) 


必须 注意 到 , 按照 [9] 中 所 述 , 上 述 表 达 式 中 的 分 子 是 这 样 的 
行列 式 , 就 是 在 行列 式 4 中 将 第 大 列 的 元 素 , 也 就 是 将 v4 的 系数 
at 用 常数 项 9, 将 换 所 得 到 的 行列 式 。 因 此 我 们 得 到 下 面 的 定理 。 
克 兰 姆 定理 如 果 方 程 租 (1 ) 的 行列 式 4 不 等 于 雾 , 则 这 个 . 
支 程 相 有 一 个 确定 的 解 ;已 可 由 公式 (5 ) 表 达 出 来 。 接 照 这 个 公 
式 华 个 未 知 数 的 值 可 麦 度 两 个 行列 式 的 高 ,三 分 母 就 是 廊 程 组 的 
人 2 4, 分 子 就 是 在 行列 式 4 中 交流 坟 知 数 的 经 个 系数 用 相当 
的 党 数 项 殖 换 所 得 的 行列 式 。 e 
当 方 程 的 个 数 很 多 时 , 克 兰 姆 定理 用 起 来 不 方便 ， 而 有 其 他 的 
近似 的 实际 办 法 来 解 具有 和 个 未 知 数 的 多 个 方程 的 方程 组 ,现在 
不 准备 去 讲 它 。 : 
9. 方程 组 的 普通 情形 “现在 来 考虑 具有 多 个 未 知 数 的 m 个 
故 程 的 普 逼 情形 : 
1= 0ndt tava tT dv G1, 910g41 二 二 Ginn = bl 


尽 3 一 Gal01 十 Ca203 十 十 Cao0g 十 GaotlVorl 十 十 conOn 二 Da 


2 一 


一 Go101 十 Gopa0a 十 十 Goo0a -Copor0osl 十 十 Con0n 一 Do 
全 pH1 一 0p41101 十 pr1303 十 十 Corlg0g 十 Gorl， a+100+1 十 (6) 
+… oprl, a | | 
Kn = m1 tT Gmata te Tomato Gn,g+1Tat1 二 | | 
十 "十 Qngfn = bino 
为 了 以 后 书写 简短 起 昂 , 我 们 用 ,代表 第 s 个 方程 的 太 端 。 


本 
_ 
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这 方程 组 的 系数 4wo 作 成 一 个 长 方 表 , 假 设 是 它 的 秩 。 只 要 调换 
行 的 次 序 和 列 的 次 序 ,就 是 说 改变 方程 的 号 码 和 未 知 数 的 号 从 ,我 
们 就 可 将 表 中 的 某 一 个 不 等 于 困 的 阶 行列 式 移 到 表 的 左 . 上 角 。 
这 个 大 阶 行刑 式 叫做 友 各 超 的 走行 列 式 。 它 取 下 面 的 形式 : 


CH1，013， *** OIE 


a a. 和 
= 21 “229 9 Qap (7) 


ee Be 


QE1y Qk2y CU | 
然后 从 二 行列 式 世 发 ,在 直行 询 式 下 方 和 有 方 添加 一 行 和 一 
列 ， 这 一 和 误 一 行 是 了 是 最 后 (名 一 人 个 友 程 中 任 一 个 的 系数 而 这 一 列 是 方程 | 
总 的 常数 项 ,这 样 就 得 到 (m 一 ) 个 (5 十 二) 阶 的 行列 式 ,这 些 行列 
式 寻 做 方程 组 的 特征 行列 式 。 更 确切 地 谣 , 特 征 行列 式 的 定义 如 


Lp 一 | ee nee PE ns (8) 


Ugly Qkay Uny Og 
prs,1y Qkta2y." sy Crs On 
(用 十 8 一 下 十 二 FFE2, 1 Mm) o 
如 果 1 一 mm 就 是 说 , 秩 等 于 方程 的 数目 , 则 根本 没有 特征 行 
烈 式 。 除 了 特征 行列 式 , 同 时 还 要 看 另外 的 一 些 行列 式 , 那 就 是 在 
特征 行列 式 中 将 最 后 的 由 常数 项 构成 的 一 列 换 成 方程 的 左 端 : 


i ee 0 


ply Crxay Ci Xs 
Cpr,1) Gkte, 2 pt ky Xprs 
最 后 这 些 行列 式 除了 已 知 系 数 au 外 还 合 有 未 知 数 由。 但 是 不 难 
证 明 , 行 刻 式 (9 ) 恒 等 于 寺 。 实 际 上 ,这 些 行列 式 的 最 后 一 列 的 元 
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素 ,根据 


:= aqui oat 二 :十 Qindny 
是 由 4% 项 组 成 的 ,因此 ,按照 [3] 中 性 质 IV， 每 个 行列 式 ( 9) 可 下 
威 具有 下 列 形 式 的 项 的 和 : 


G1 Ql2y Oy Qkpy 01y 


Qts,1y Crts,2 “GET kts, 了 
， 不 难 证 明 ; 这 个 式 子 中 作为 wm 的 系数 的 行列 式 等 于 雾 。 实 际 上 ， 
和 如果 j<7， 则 这 行列 式 的 最 后 一 列 与 前 面 的 革 一 列 相同 。 如 果 
J> 加 则 芒 行 烈 式 是 一 个 含 于 表 (5 ) 中 的 (% 十 了 ) 阶 行列 式 ,因而 它 
等 于 雳 ,这 是 由 于 假定 了 该 表 的 秩 为 大 的 季 故 。 根 据 行列 式 的 性 
质 ITV, 从 特征 行列 式 减 去 一 个 恒 等 于 夫 的 行列 式 (9 ) ,我 们 就 可 
以 将 特征 行列 式 表 戊 下面 的 形式 : 
Q11, Q13,, "9 ipy b1—X1 


Qa1ly U2ay dot ba— Ha 
PR edd (10)- 


Qkply Cray ~ CH bp—Xr 
{arrs1, Casa "sy kre ky De 一 全 和 da 
{ 丰 十 8 一 大 十 工大 二 202) ， 
在 这 个 写法 中 dss 内 是 在 形式 上 看 起 来 依赖 于 %。 现 在 假 裔 方 
程 组 (6) 有 某 一 解 : 
10), 0 一 他， n= Wo 
“把 w=%9 代入 行列 式 (10) 的 最 后 一 列 , 最 后 一 列 就 全 变 成 雾 , 就 
是 说 ,所 有 特征 行列 式 必 须 僵 等 于 零 。 
定理 I， 方程 组 (6 ) 至 少 有 一 解 的 必要 条 件 是 ,所 有 的 特征 
行 刘 式 (38) 会 等 于 过 。 
现在 来 证 明 这 条 件 的 充分 性 ,并 且 粹 出 一 个 导 找 方程 租 的 答 
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部 解 的 方法 。 于 是 ,假设 所 有 的 特征 行列 式 难 等于零 。 我 们 把 这 些 
特征 行列 式 写 成 形式 (10) ,然后 按 最 后 一 列 元 来 展开 。 不 难看 出 ， 
元 素 (bx: 一 Xto) 的 代数 余子 式 等 于 主 行列 式 ， 它 不 为 吉 。 于 是 
印 可 把 所 有 特征 行列 式 从 等 于 雳 这 个 条 件 写 成 下 面 的 形式 : 

oft (DB — LR) Fab — Xa) + tab — Re) 十 

” +A(bgre— Ksrs) =0(8+s—b+1, B+2, », mm), (11) 

其 中 ao? 都 是 数字 采 数 ,对 于 我 们 是 无 关 紧 要 的 。 

方程 组 的 头 个 方程 有 基 一 解 。 然 后 把 这 一 解 代 

等 式 (11) 。 这 时 所 有 的 差 数 
Bi— EB1, ba— Kay «bs— Rs 
变 成 零 , 而 且 (1) 的 最 后 一 项 也 变 让 雾 : 
4: (Dirs— Xr:s) =0。 


» 


由 于 40, 邹 得 . 
brrs— Rprs—0 (p+s=%b+1, £2, +, m), 
这 就 是 说 ,证 明了 了 下面 的 结果 :如 果 所 有 特征 行 询 式 等 于 霉 , 则 方 
程 租 的 头 £ 个 方程 的 任 一 解 也 闭合 其 余 的 方程 。 因 此 ,在 这 种 情 
展 下 ,我 们 只 需要 去 解 前 % 个 方程 即 可 。 
， 鞠 将 这 些 方程 中 号 码 大 于 的 求知 数 移 到 等 式 的 右 端 去 ,和 于 
是 这 些 方 程序 取 下 列 形 式 : 


WIV1 TF Gara pp = 01— 0 prIVEt1 VV 
Gat1 + Caatat "eT ort = 02 ~— 2, p41D41— ~— and (12) 
CQzl0OT 十 GaVa 二 … 二 Dp— Qk, p+10g41—*** — Gn.o 


将 (12) 看 作 求 解 zw1, x2，…, wr 的 方程 组 。 已 知 它 的 行列 式 
不 等 于 零 , 按 照 克 兰 姆 公式 ,可 得 一 个 确定 的 解 。 只 是 要 注意 ,这 
方程 组 的 常数 项 舍 有 求知 数 wh …， vi, 这 些 未 知 数 的 值 可 以 任 
意 粉 定 。 由 克 兰 姆 公式 区 接 得 到 ,方程 组 (12) 的 解 可 写成 
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If 一 ot Bivp+1t Bsrerat** .+B gw, 
g (f=1, 2,%, Pa。 (18) 
湛 中 Qs 与 B® 是 数字 系数 而 wprly 02643 0 潜 成 任意 的 。" 由 
上 上面 庄 验 可 知 , 在 所 有 峙 征 行列 式 全 为 雳 的 情形 下 ,这 些 到 式 给 则 
了 方程 组 (6 ) 的 一 般 解 。- 
定理 工 。 如 果 所 有 特征 行列 式 全 为 霉 , 姑 只 需 解 合 有 原 廊 程 
可 的 主 行列 式 的 那些 方程 ,而 且 对 系数 租 成 主 行列 式 的 那些 求知 
数 来 求解 。 这 个 解 可 根据 克 兰 姆 公式 得 到 而 且 可 将 未 知 数 中 的 上 
个 未 成 其 余 (n 一 用 个 未 知 数 的 焙 性 两 数 (13) ,这 (n 一 从 个 求知 数 
的 值 是 完全 任意 的 ,其 中 太 表示 系数 短 耻 的 秩 。 这样 就 得 消 程 组 
(6) 的 所 有 的 解 。 
比较 定理 工 与 II, 邹 得 : 
定理 II 方程 粗 (6 ) 有 解 的 必要 与 充分 条 件 是 访 方程 注 的 
所 有 特征 行 烈 式 全 等 于 爱 。 
必须 注意 , 当 F=n 时, 就 是 祝 ， 当 秩 等 于 未 知 数 的 个 数 时 ， 
剧 在 公式 8) 的 右 端 不 含有 wj, 因 之 所 有 从 zi 到 zw 的 值 完 双 确 
定 。 . 
定理 TV. 才 吉 樟 丰 一 般 大 时 只 只 只 机 -二 要 且 . 这 分 的 条 体 


INS TU DAA EU A 


必须 注意 ， 人 知 数 的 
个 数 时 也 适用 , 即 m =n 的 情形 也 适用 。 | 


例 考虑 具有 三 个 未 知 数 的 四 个 方程 所 成 的 方程 粗 。 。 
7—3y~2s=—1 
27-Hy—4z=3 
wy 一 22 一 生 

5z-}6y ~ 10g=10o 

尘 写 出 由 采 数 所 粗 成 的 表 ; 
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。 bE 

2， 1, 一 人 
i, 4, — 2|? 
|s, 6, -10l 


不 难 验 证 ,所 有 合子 裴 中 的 三 阶 行列 式 全 等 子午, 但 是 位 于 左上 上 骨 的 二 阶 征 列 式 
不 儿子 老 。 所 以 可 以 把 它 看 作 主 行列 式 , 子 是 方程 粗 的 秩 等 壮 二 。 作 特征 行列 式 。 在 
现在 的 情形 有 两 个 : 


:RS 二 二 
ds=|2， 1, 3 引 =-0，4=|2?， 1, 3|=o。 
1T， 4, 4 5， 6， 10 


这 两 个 都 竺 于 零 , 因 此 ,所 粉 的 方程 租 是 相 容 的 ,所 以 岂 头 两 个 方程 解 % 与 y 就行 
了 ,此 时 须 把 2 移 到 右 站 * . 
2 一 3 一 2z 一 工 
2xz- 上 3% 一 42 十 3o 
得 到 下 列 形 式 的 解 : 


12z—1, —3 


1 
dt3, 1|_ 
| 


| 
| 罗江 


1, —8 pi 
; 2, 1| mm 
其 中 是 任意 的 。 
10. 章 次 方程 组 ”如 果 方 程 组 的 常数 项 b 全 等 于 寺 , 则 方程 
.组 时 做 齐 次 的 。 如 果 这 种 齐 次 方程 钥 有 特征 行列 式 的 语 , 则 因 最 
后 一 列 允 由 规 租 成 ,它们 从 等 于 零 。 十 分 显然 ,任何 齐 次 方程 组 有 
一 租 解 | 
aO1 一 0 一 … 一 0 一 0， 
以 后 我 们 把 这 租 解 里 做 壁 解 。 齐 次 方程 租 的 基本 问题 是 , 它 有 滩 
省 非 雾 解 , 而 且 如 果 有 的 话 , 草 所 有 这 种 解 的 集合 将 是 怎样 的 。 首 
” 先 酒 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 的 情形 。 此 时 方程 组 取 下 烈 形 
式 : 
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oa104 十 01225 十 -二 Gann 一 0 


Col21 十 cas 十 十 Ga 一 0 _ (14) 


epeeteooretrer setter tere str rr ros 


God01 一 GoraZa 十 … 十 Co0n 一 0o 


和 如果 这 个 劣 种 租 的 行列 式 不 等 于 敌 , 册 按照 克 兰 姆 定理 ,这 方 
程 粗 有 一 个 确定 的 解 ,而 且 在 这 种 情形 下 就 是 雾 解 。 如 果 方 程 组 
的 行 烈 式 等 于 雾 , 则 由 系数 租 成 的 才 的 秩 磊 小 于 未 知 数 的 个 数 , 因 
此 ,(n 一 办 个 未 知 数 的 值 完 双 可 以 任意 ,由 此 分 得 到 一 个 非 堪 解 的 
无 劣 集 合 ,这 样 我 从 得 到 下 面 这 基本 尘 理 。 

定理 I， 太 程 租 (1 和 有 非 稚 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 , 避 的 行 

我 们 比较 从 非 齐 突 方程 狂 (1) 以 及 从 卉 次 方程 组 (14 所 得 到 
的 类 果 。 如 果 方 程 粗 的 行 记 式 不 等 于 雾 , 黄 非 齐 实 方程 粗 (1) 有 
一 个 确定 的 解 ,而 齐 次 方程 粗 只 有 和 零 解 。 如 果 方 程 租 的 行列 式 等 
于 雾 , 划 齐 鼠 方程 组 (14) 有 非 雳 外 ,但 是 在 这 种 条 件 下 ,一 般 融 求 ， 
非 齐 次 方程 组 未 必 有 解 ,因为 , 它 有 解 的 必要 条 件 是 , 它 的 常数 项 
必须 是 这 样 选择 的 ,使 得 它 的 所 有 特征 行列 式 对 变 威 老 。 对 这 些 
结果 作 一 个 斑 行 的 比较 在 以 后 将 趋 重大 的 作用 。 闪 物理 学 中 , 当 

- 沽 砌 肖 有 振动 的 则 题 时 就 会 遇 到 章 次 方程 组 ,而 当 考虑 强迫 振动 
的 阅 题 时 就 会 遇 到 非 齐 次 方程 组 , 上面 襄 到 的 行列 式 等 于 零 的 情 ”、 
_ 形 ,对 卉 次 方程 组 来 祝 它 将 表征 自 有 振动 的 存在 ,而 对 非 齐 次 方程 

组 玉 说 它 将 素 征 共振 的 现象 。 - " 

我 们 现在 来 娠 条 研究 方程 组 (14) 当 它 的 基本 行列 式 等 于 需 时 
的 解 。 谣 为 它 的 系数 粗 成 的 表 的 秩 , 于 是 显然 <n。 根据 前 小 节 
证 明 的 定理 ,我 们 应 该 取 个 含有 主 行列 式 的 方程 而 且 对 个 未 
知 数 洲 求 解 。 不 失去 普 浙 性 ,可 假定 这 个 求知 数 就 是 21，…,%。 
这 样 得 到 的 解 可 写成 : 
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wpBvet TB (j=1, 2,., HD, (10) 
其 中 89 是 确定 的 数字 系数 而 zp11,，…, % 可 到 任 意 的 值 。 

从 方程 组 (14) 的 钱 性 与 齐 次 性 ,但 接 得 济 这 个 方程 组 的 解 的 
一 个 一 般 的 性 质 ,这 个 性 质 可 以 叫做 解 的 累加 (Haxoxerze) 原则 ， 
那 就 是 ,如 果 我 们 已 有 方程 粗 的 革 些 解 : 

Ws = w= w= 一 DC 于 2, pe 0) (10) 
旭 把 它们 分 别 乘 上 任意 ee 
解 

W=O0 FO + Om + Om (一 1 2, *, n)o 

就 象 我 们 对 于 线性 做 分 方程 所 做 的 一 样 [IT, 86] , 解 (16) 对 
做 焰 性 无 关 ， 加 果 浪 有 任何 一 租 不 全 为 寺 的 人 0 使 得 下 面 等 式 
对 于 每 一 个 * 成 立 : 


要 do Ow 0。 二 


不 难 作出 这 样 的 (% 一 从 个 线 任 无 关 的 解 ,使 得 由 它们 乘 上 任 
意 常数 然后 加 起 来 ,可 得 到 方程 租 的 全 部 的 解 。 实 际 上 ,我 们 回 过 
去 看 给 出 一 般 解 的 公式 (15), 根 据 这 些 公式 用 下 壕 方 法 作出 (mn 一 从 
个 解 : 伍 wsi= 工 而 其 余 的 zr 为 霉 , 闻 得 第 一 解 ; 售 Vx4s 二 1 而 其 
余 的 wiis 为 雾 , 即 得 第 二 解 ,如 此 作 下 去 , 最 后 介 wm= 工 而 其 余 的 
wprs 为 雳 , 即 得 第 人 一 太 个 解 。 不 难看 出 ,这 样 作出 来 的 解 是 线性 
无 关 的 ,因为 其 中 每 一 解 总 是 在 菜 一 未 知 数 上 取 1 的 值 而 其 余 的 
解 则 在 这 同一 未 知 数 上 此 取 零 的 值 。 将 得 到 的 解 记 成 下 面 的 形 
式 : 


7 二 1) 。 Ar k: ‘ . ae > 
WV = 的 一 22 po) (8=1, 2,.., n)o 


入 


现在 取 考 程 组 (1 匀 的 任何 一 解 。 它 可 以 从 公式 (I 四 当 . 


Wpt1y "Vn 取 某 一 组 值 而 得 到 ; 
Qp+E 一 了 KEtI Vk YEr23''*; 2 一 ?no 


a 
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ln 及 个 解 的 烤 性 组 合 ,就 是 说 
= yp yp 二 81, 2 厅 。 
ep 卉 实 方程 钥 (14) 的 和解, 而且 指出 ,不 管 你 怎 
样 选取 效 性 无 关 解 ,它们 的 最 大 个 数 恒 等 于 tn 一 从。 
现在 米 看 个 未 知 数 的 mn 个 方程 的 一 般 情 形 ,如 果 m<n, 则 
秩 志 由 于 它 不 超过 辑 ， 必 完小 于 mw 因而 有 (一 从 个 未 知 数 可 以 
移 想 有 非 爱 你 。 
一 般 地 h<n, 大 且 当 =” 时 ,方程 组 只 有 和 雳 解 。 
11; 赦 性 型 ”求解 钱 性 方程 租 的 问题 与 米 性 型 租 的 讨论 有 密 
切 的 关系 。 所 得 忆 个 变数 mm zo，…, on 的 线 这 型 就 是 指 这 些 变 
数 的 线性 齐 艾 西数 。 假 裔 有 有 m 个 这 样 的 线性 型 
= oa Cs=1, 2 mm) (7 
如 果 有 避 个 常数 ma, oa, …， em 存在 ,它们 不 全 是 零 , 使 得 下 面 的 
关于 变数 my za，…， vn 的 恒 壬 式 成 立 : 
cd 人 十 aba 十 … 十 ao 一 0， . 
则 这 些 线 性 型 咱 做 线性 相关 。 反 之 ,如 果 这 样 的 常数 不 存在 , 则 压 
”性 型 (17) 蚜 做 各 性 无 关 。 在 上 述 恒 等 式 中 所 有 变数 % 的 条 数 应 对 
为 雳 。 因 此 ,上 壕 恒 等 式 实际 上 与 下 面 的 ?个 等 式 作废 的 粗 等 价 ; 


be 


CaditF Qs TandntO— 0 


Cd4013 十 Gagaa 十 … 十 onQma 一 人 


OaCln 十 Cadan 寺 … 十 amCom 一 0。 
当 而 且 只 有 当 这 个 关于 cx, aa zy an 的 齐 次 方程 组 只 在 零 解 的 
时 候 , 亲 性 型 % 才 是 戌 性 无 关 的 。 由 上 上面 得 到 的 辕 果 可 以 得 出 关 
于 线性 型 的 线性 相关 性 的 一 串 推荐 。 如 果 和 >w%, 则 上 述 齐 次 方 
程 组 一 定 有 非 雳 解 , 因 此 ,线性 型 是 线性 相关 的 。 为 了 使 线性 型 是 


- 


. 
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无 闫 的 必要 且 充 分 的 条 件 就 是 ,由 系数 ze 作 成 的 霄 的 秩 等 于 线性 
型 的 个 数 m。 如 果 色 一 :就 是 姓 , 如 果 线 性 型 的 个 数 等 于 变数 的 
个 数 : 旭 已 个 起 性 无 关 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 ; 由 系数 ,cx 你 成 的 
正方 (m= 二 避 表 的 行列 式 不 等 于 者 。 在 这 种 情形 我 们 就 说 ,我 们 有 
一 个 线性 无 关 的 线性 型 的 完全 钥 。 如 果 公示 9 而 且 线 性 型 (17) 是 
线性 无 关 的 (就 是 8 一 如 )， 则 对 于 y, 的 任意 值 ,方程 粗 (17) 对 那些 
系数 恰好 作成 一 个 不 等 于 雾 的 大 阶 行列 式 的 变数 是 可 解 的 ,于 就 
是 说 ,线性 无 关 的 型 可 以 取 淡 的 值 的 任何 一 个 集合 。 如 果 四 一 也 一 


”=n, 则 所 有 变数 w 的 值 可 由 葵 定 的 办 的 值 决定 。 


现在 假定 <m, 只 要 把 型 wm 及 变数 w 的 号 码 适 当 改 换 一 
下 ,就 可 使 在 起 coe 中 位 于 左上 角 的 天 阶 行 烈 式 不 等 于 才 。 此 时 ， 
头 Ek 个 型 Yi1y .Yay ''" Yk 是 线性 无 关 的 ,而 其 余 的 每 一 个 型 2p+1 此 
可 用 头 冯 个 型 线性 地 发出 。 实 际 上 , 由 于 头 开 个 型 的 系数 作成 的 


“ 表 的 秩 为 8, 因此 它 等 于 型 的 个 数 ,所 以 这 些 型 是 米 性 无 关 的 。 各 


时 取 定 (% 十 了 个 型 妇 ， ga Yry gx 划 它们 的 系数 所 作成 的 表 
的 秩 仍 然 等 于 为 因而 小 于 型 的 个 数 ,就 是 现 , 这 些 型 是 线性 相关 
的 。 也 就 是 说 ,有 不 全 为 雾 的 常数 6, 存在 ,使 得 

Biyit+ +Bryrt Bhryeri— 0o 
在 这 个 关系 中 系数 Bk41 必定 不 等 于 雾 ,因为 前 大 个 型 4,9a)… ,Yj 
原来 就 是 线性 无 关 的 。 由 是 我 们 得 到 把 ys 玫 威 头 大 个 型 的 线性 
波 达 式 : 
这 Ba 
Beri za 


数 友 中 做 六 人 型 组 (17) 的 秩 。 这 个 数 等 于 系数 表 的 秩 ， 另 一 太 面 ， 
志 又 等 于 二 性 型 组 GT7) 的 线 狂 无 关 型 的 数目 的 最 大 数 。 
假定 我 们 有 上 个 六 性 无 关 型 胃 , Ys，…, 加 而 5<n。 可 以 认 


为 位 于 表 Qpq 的 左上 角 的 阶 行 询 式 不 等 于 堵 。 不 难看 峙 ,可 坟 把 


.Br 
Ys Bri Yho 


Yg41= 一 
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这 5 个 型 补充 成 % 个 业 性 无 关 型 的 完全 租 。 实 际 上 ,只 要 假设 

Yt1— ht1) “Yn = Vno 
这 样 得 到 的 ?个 型 的 行 烈 式 是 : 
ly QI13， CGI O14+19 9 Oiln 


Cal， 22) °°) G289 .Qo, p+1y Can 


Gply Gk2) CN CF, ktly “**y ee 


0, 0, ,0, 1 0， … 0 


COTTETEETTE TTT 


症 先 按 最 后 一 行 展开 ,然后 楼 倒 数 第 二 行 展开 ,如 此 类 推 ,我 
们 看 出 ,此 行列 式 的 仅 竺 于 它 的 右上 角 的 阶 行 刘 式 ,就 是 说 , 它 
不 等 于 雾 。 因 此 ,型 ay, …， y 确实 是 线性 无 关 的 。 这样, 任 
何 的 稳 姓 无 关 型 组 全 可 补充 成 嫉 性 无 关 的 完 双 的 徐 性 型 组 。 

12. n 崔 矢量 宰 间 ”让 我 们 来 对 上 面 得 到 的 灶 果 痊 一 个 几何 
的 说 法 ,这 种 说 法 以 后 会 用 到 的 。 为 了 这 个 上 月 的 我 们 引 和 天 % 杂 窗 
关中 的 矢量 概念 , 那 就 是 ， 抬 在 一定 区 序 下 的 n 个 数 (和 的 集 
人 0 way 2 所 
让 术 抽 和 有 的 入 和 各 启 2 才 生生 央 及 


A 


天 个 天 量 在 而 且 只 有 在 省 们 的 相当 分 景 痢 相等 


等 。 ee 如 果 有 了 两 个 矢量 玉 (Uayoua yn) 与 缚 人 》 
划 矢 量 等 式 w= 与 数量 等 式 由 一 加 一 V2，…, % 一 0, 是 等 价 
的 。 我 们 来 定义 矢量 的 运算 ,一 一 矢量 与 数 的 全 法 以 及 矢量 的 加 
法 。 矢 量 与 一 个 数 的 鲍 法 定义 为 这 个 矢量 的 所 有 分 量 与 这 个 数 的 
过 法 ,就 是 说 ,如 果 矢 量 wg 具有 分 量 (oz vs，…, or) , 则 矢量 j 和 就 
有 分 量 (5%1， hza，…， bzw) 。 矢 量 的 加 法 定义 为 分 量 的 相 吉 ,就 是 
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说 ,如果 有 了 两 个 矢量 j(21, 22，… 0) 与 (Vi ;…; 胃 ) ; 划 , 按 ， 
-定义 ,和 wy 具有 分 量 (v1 十 角 4， 2 十 Ya，…、 加 十 加 ) 。 分 量 全 等 
于 才 的 矢量 (0, 0, …, 0) 电 做 喜 矢 量 。 用 9 来 表 这 个 矢量 。 显然 ， 
对 于 任意 矢量 % 我 们 有 0= 0w 以 及 w+9=w。 矢 量 的 碱 法 定义 
为 : 矢量 ww 一 具有 分 量 ( 匀 一 胡 ， Xa 一 Ya，…， Vr 一 Yn)。 显 然 有 
WW=0 与 % 一 yw 十 (一 1)y, 就 是 襄 , 减 去 矢量 纪 相 当 于 加 上 
一 个 用 (一 已 乘 9 而 得 到 的 矢量 。 以 后 我 们 常常 有 必要 写 矢 量 等 
式 。 每 个 这 样 的 等 式 相当 于 汉 个 数量 等 式 ,这 呈 个 数量 等 式 表 示 
矢量 等 式 两 端的 对 应 分 量 相 等 。 以 后 我 们 不 用 6 这 个 记号 来 表示 
替 矢 量 ,但 是 必须 记得 ,如 果 在 关 量 等 式 的 一 端 是 圾 的 话 , 则 这 个 
零 应 该 厦 作 雾 矢 量 。 从 上 壕 定 义 直接 得 到 加 法 与 乘法 的 一些 普通 
的 性 质 : 
w+Y=Y+T; T+ (2 十 3) = (V+Y) 十 2 
(biba) w=hr+ bv; 7(W 十 才 ) 一 50 二 1/ 
bi (hat) = (bks) Wo 
”因此 ,次 一 个 任意 多 项 的 和 中 我 们 可 以 变换 项 的 次 序 而 且 也 可 以 
用 播 缴 把 项 分 成 一 些 群 。 从 等 式 g- 上 8 一 2 得 到 w 一 2 一 y 与 Y= 
一 一) 反之 ,从 一 Y 二 2 得 到 .人 一 yy 十 2。 
现在 引进 矢量 的 线性 相关 与 厂 性 无 关 的 构 仿 。 矢 量 
ED, PD, 0, BO (18) 


时 做 夸 性 相关 ,如 果 有 和 这样 的 不 从 为 去 的 常数 04,02、… ;看 在 ， 


OO 十 十 Di 一 0。 (9) 
。 如 果 这 样 的 常数 不 存在 ; 旭 矢 时 (18) 导 做 弹性 无 关 。 用 (68， 
4 外，…， 2 让) 天 示 矢 量 2 的 分 量 。 条 件 (19) 显然 相当 于 未 知 数 
Ch CQ 的 % 个 方程 所 作成 的 方程 组 : 
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ok4DO1 十 be 十 十 oO =0 
80.203 + .+0,=0 


tereteorsaress rae or totsereses 


vO + Os + WO,=0, 


利用 前 面 得 到 的 关于 齐 次 方程 租 的 结果 ,不 难得 出 一 上 素 的 推 
论 , 而 且 反 转 来 用 这 些 推 苔 答 那 些 辕 果 一 个 几何 的 解释 。 首 先 假 
定 1>n, 就 是 说 ,假定 矢量 的 个 数 大 于 空间 的 闪 数 。 此 时 ,在 齐 次 
方程 组 (20) 中 方程 的 个 数 小 于 求知 数 的 个 数 ,因此 ,方程 租 对 于 未 
知 数 0) 玉 讲 一 定 有 非 雳 解 ,就 是 说 ,我 们 的 矢量 一 害 是 线性 相关 
的 , 换 句 话 就 ,线性 无 关 的 矢量 的 个 数 至 多 等 于 空间 的 厅 数 。 现 在 
来 考虑 1=n 的 情形 。 此 时 ;方程 组 (20) 合 有 相同 个 数 的 方程 和 未 
知 数 ,因此 ,在 而 且 只 有 在 它 的 行列 式 等 于 雳 的 时 候 , 方 程 组 才 有 
非 零 解 ,就 是 悦 , 在 郊 蕉 空间 内 如 果 有 冯 个 矢量 而 且 把 这 些 矢 量 的 
必 个 分 量 作成 一 个 行列 式 , 作 的 方法 是 ,把 每 个 矢量 的 分 量 放 在 一 
害 的 列 里 而 且 使 分 量 的 号 码 与 行 的 号 码 一 致 , 则 矢量 姜 性 无 关 的 
忆 要 且 充 分 的 条 件 是 这 个 行列 式 不 等 于 圾 。 这 个 行列 式 的 值 类 位 
于 在 实 的 三 杂 空 阅 中 下行 大 面体 的 体积 。 es 

我 们 可 以 把 任意 一 个 %“ 阶 行列 式 |bx| 的 每 列 的 元 素 (bzw 
bax，…s 5) 赴 作 某 一 个 矢量 5 的 分 量 ,这 样 ,行列 式 的 信人 鲁 是 
n 个 矢量 5,5，…, bm 的 丽 数 。 这 个 行列 式 等 于 雳 与 这 些 矢 
晤 是 线性 相关 的 事实 是 一 回 训 。 

当 把 行列 式 的 值 当 作 矢量 5" 的 范 数 看 时 ,我 们 把 它 刀 作 

wl = 4(6®, bY, 0) 。 

如 果 我 们 回忆 超 , 当 两 询 对 换 时 ,行列 式 的 值 改 号 ,我 们 因此 
可 以 断定 ,如 果 对 换 两 个 元 的 位 秆 , 则 画 数 4 仅仅 改 号 。 这 样 的 重 
数 通 常 时 做 反对 称 而 数 , 例 如 ;不 难看 出 在 [5] 中 考察 过 的 范 德 荣 
行列 式 D, 就 是 元 mj，…， 加 的 一 个 反对 称 夯 数 。 0 


(20) 
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现在 回 过 来 看 方程 组 (20) 而 且 考 察 在 1<n 的 假定 下 矢量 
ww 中 ,人 2 中 ，… 中 的 线性 无 关 的 问题 。 用 天 者 示 由 分 量 oo 组 成 
的 才 的 秩 。 如 果 8 一 1， 则 方程 组 仅 有 有 雾 解 ,就 是 说 ,矢量 是 线性 无 
关 的 。 如 果 5 < 为 则 方程 租 一 定 有 非 涝 解 ,就 是 讼 ,矢量 弹性 无 关 
的 必要 且 充 分 的 条 件 是 ,估量 的 个 数 等 于 由 已 们 的 分 量 所 想 威 的 
雪 的 秩 。 现 在 披 定 8< 尺 就 是 脱 , 矢 量 线 性 相关 。 从 这些 矢量 中 抽 
出 这 样 丸 个 矢量 (这 是 可 以 用 一 些 方法 办 到 的 ) ,使 得 它们 的 分 量 
租 成 的 表 伟 有 一 个 不 等 于 堆 的 天 阶 行 烈 式 。 和 根据 上 面 的 证 明 ,这 
些 矢 量 是 线性 无 关 的 。 不 难看 出 ,其 余 的 每 个 矢量 都 可 以 表 成 这 
些 矢量 的 绪 性 组 合 。 实 际 上 , 说 20，22)， …，20 为 线性 无 关 的 
矢量 。 再 添加 任何 一 个 其 他 的 矢量 w%*", 就 得 到 (# 十 1) 个 线性 
相关 的 矢量 ， 这 是 因为 由 分 量 租 成 的 表 的 秩 小 于 矢量 的 个 数 
7 一 4 十 1。 于 是 ,就 有 不 从 为 堆 的 常数 C4 (i=1,， 2，…, ,4 十 s) 存 
在 ,使 得 

On 十 Oo 十 Or 十 Out 一 0。 

此 时 , 一定 Cx, 天 0， 因 为 ， 否 划 矢 量 go …， 2 将 

变 成 线性 相关 的 了 。 从 上 述 等 式 得 到 


Et) 一 人 2 上 一 _Oa 和 0 一 Or 


- 


kts kts K+ 
就 是 或 ， (zt+e) 古 可 胡 成 220)， 2 区 TD 的 秦 性 和 组合。 设 w 中 ， 
ve …， Ww 加 为 任何 名 个 线性 无 关 的 矢量 。 作为 这 样 的 矢量 的 例 ， 
我 们 可 以 提 册 下列 % 个 矢量 : 
(1, 0, 7» 0); (0, 4, 0, ,0) ;7; (0, 0, 0, 1…, 1)。 (21) 
和 如果 我 们 随便 取 一 个 矢量 %, 则 这 (十 了 个 矢量 20 020，…， 
2 中，w， 与 上 面 我 们 所 知道 的 一 样 ,一 定 线性 相关 : 
Co 十 Cao 十 … 二 Co 二 TOwC 一 0， 
而 且 常 数 C 一 完 不 等 于 封 ,因为 ， 否则 矢量 x 中 ，w 中 ，…, 2 将 


一 
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Ts 由 是 推 得 ， 任 意 一 个 矢量 2 可 用 % 个 烤 性 无 关 的 
矢 晤 考 示 赃 来 


络 一 0 十 oa 和 四 于 于 on («= -9)。 (22) 


不 难 乔 出, 4 用 222 do 所 表达 的 表达 式 是 哈 一 的 ; 实 
际 上 ,如 果 除 了 上面 的 家 达 式 以 外 还 存在 另外 的 卖 达 式 : 
一 BO 十 BO 二 二 Bao， 

浴 中 有 某 一 个 条 数 B, 与 对 应 的 w 不 同 , 于 是 ,只 要 将 x 的 这 两 个 
表达 式 逐 项 相 减 ,我 们 序 得 : 

A (mBDwHF (eB) TH+ (0 Bn) v=0, 
这 就 是 说 ,矢量 % 中 , 2，…, w" 将 变 成 线性 相关 的 了 。 如 果 将 
矢量 (21) 取 作 矢 最 2G， 2 人，…，20)) 于 是 到 式 (22) 中 的 系数 mw ， 
显然 与 矢量 Zi， 22，…, 9) 的 分 量 全 同 。 在 一 般 情 形 下 ,只 
要 把 go co … wm 取 作 基 本 单位 舌 量 , 采 数 a 也 可 以 叫做 
矢 晤 的 分 最 。 如 售 数 % 取 所 有 可 能 的 复数 ,我 们 就 得 到 次 空 
间 所 有 的 矢量 。 现 在 假 贞 有 个 米 性 无 关 的 矢量 


化 人， 2)， 0 20D， (23) 
这 里 8< 号 全 0 表示 任意 常数 ,由 公式 
2 一 Co 十 Cao 二 二 Ce， (23?) 


所 得 出 的 矢量 集合 时 做 一 个 天 亲子 空间 Lx。 和 .上 面 一 样 ,可 以 证 
明 , 属 于 Lx 的 每 一 个 矢量 者 可 以 用 29，22， …，20 唯一 地 者 
达 出 来 。 换 名 话说 ,矢量 (28) 生 成 子 衬 间 Le。 

我 们 注意 ,如 果 某 一 个 矢量 z 属于 Ls, 就 是 说 , 宪 可 入 成 形式 
(287) , 则 对 于 任意 常数 。 矢量 cz 同 肉 也 可 表 成 形式 (23) , 即 同样 
属于 Lx。 同 理 , 如 果 2 中 与 2 属于 Lx, 则 它们 的 和 20 十 39 也 
属于 Ix。 从 此 可 以 将 接 推出 更 普通 的 性 质 : 如 果 茶 些 矢 景 zc， 
2 2 中 属于 Lz; 居 宅 到 已 们 的 任意 一 个 粮 性 组 合 人 


‘ 
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土 … 寺 Yo2 中 仍然 属于 Lx。 
设 在 I 中 随便 取 mm 个 矢量 : 
89 一 CD02GD 二 CS 十 二 Of2Q0D 
(s 一 十， 2，…， 2)。 (24) 
由 于 矢量 (23) 的 米 性 无 关 性 ,下 列 关系 ， 
oa8 由 十 aa8 T+ "=0- 
就 相当 于 om oa, …， om 的 个 齐 次 方程 所 威 的 方程 组 : 
‘GOP + a0 + tanO 0 (gq=1, 2, }., 为。 
如 果 芝 方程 粗 有 非 零 解 , 则 矢量 (24) 是 线性 相关 的 。 特 贡 , 如 果 


> 力 期 旋 一 定 有 非 霉 解 ,这 就 是 说 ,在 由 矢量 (23) 生 成 的 子 空 间 


内 的 任何 一 个 矢量 集合 ,如 果 它 包含 多 于 下 个 的 矢量 , 刚 它 是 一 个 
科 性 相关 的 矢量 集合 。 从 此 覃 接 蕉 出 ,一 个 子 空间 ,如 果 它 是 由 粮 
性 无 关 的 矢量 (23) 所 生成 的 , 则 它 不 可 能 外 个 数 比 x 少 的 /个 阐 
性 无 关 的 矢量 2 中,…,2 坐 成 。 实 际 上 ,假如 它 可 由 2 四，…， 2 外 
生成。 按 刚才 的 精 葵 ， 一 方面 ， 在 这 子 空间 中 不 能 有 多 了 于 7 个 的 
米 性 无 类 的 矢量 存在 ,而 另 一 方面 又 有 数目 多 于 ! 的 上 个 米 性 无 


的 矢量 中; 中，…， 9, 居 拉 上流 的 意义 它们 生成 同一 个 子 实则 


Lyo 
实际 上 ,按照 子 空间 的 定义 ,每 一 个 贸 性 粗 合 。“ 
M Dig D4 Oo + OA) 


属于 Ls, 另 一 方面 ,在 Ls 中 任 取 一 矢 最。 和 由 于 矢量 和 … ,全 
与 9 痢 属 于 Ls, 它们 必 是 线性 相关 的 

pa 十 Rat 十 … 十 Bt 十 ?2 一 0， 
因为 中，…, 中, 是 艇 性 无 关 的 , 东 数 7 必须 不 等 于 辟 , 就 是 说 ， 
Is 内 每 个 矢量 8 恒 可 用 4,…, ap 下 示 , 也 就 是 ,和 好 中，…， 
wu 中 确实 生成 灰 。 如 果 在 公式 (24) 中 m= 而 且 系数 08 作 


a 
如 . 
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成 的 行列 式 不 等 天， 则 90,… ,9 中 是 I 中 的 各 性 无 关 的 矢量 。 
在 一 般 情 形 下 不 难 菠 明 ， 由 到 式 (2) 铬 出 的 贸 性 无 关 的 和 量 的 数 
目 等 于 表 0 的 秩 。 

在 前 曾 我 们 看 到 ,如 果 矢 量 Z 属 于 某 一 个 子 空间 工 , 旭 对 于 任 
意 常 数 o, 矢量 oz 也 属于 工 ,并且 ,如 果 20 与 z2 属于 工 ; 则 
(zzO) 也 属于 工 。 我 们 有 可 能 猴子 空间 久 新 的 定义。 如 时 一 
个 矢 景 焦 合 工具 有 下 述 的 性 质 : 若 忆 届 于 工 ; 划 cz 也 属于 工 , 而 本 
具 装 2 与 32 属于 了 则 CQ 二 ze) 开 属于 卫生 是 矢量 集合 工 
叫做 一 不 子 空间 。 由 此 间接 推出 ,属于 工 的 矢量 的 ee 


。 仍 属于 工 。 刚才 我 们 看 到 ,用 以 构成 子 空间 的 新 定义 的 那些 性 质 、 


是 作为 推论 从 原来 的 定义 推出 来 的 。 现 在 来 证 明 它 的 反面 ,从 新 
定义 也 可 以 推出 原来 的 定义 ,就 是 训 , 这 两 个 定义 是 等 价 的 。 

在 荆 中 任 取 一 个 矢量 % 中 , 按 工 的 定义 ,对 于 任 党 常数 1, 矢 . 
量 Oiot 仍 属 于 工 。 如 果 所 有 Caze 已 经 取 尽 了 工 的 全 部 矢量 , 则 
我 们 得 到 在 原来 意义 下 的 子 容 间 厂 。 如 车 不 然 , 工 一 定 含有 某 一 
个 与 wo) 疙 性 无 关 的 矢量 %9 对 于 任意 的 Ci 与 Co 矢量 Ciz 十 
十 Csw' 属于 工 。 如 果 所 有 矢量 Ciz 二 OozG 取 尽 了 工 的 全 部 

矢量 , 划 在 原来 的 意义 下 也 就 是 某 一 个 Da。 如 堵 不 然 , 工 一 定 仿 

有 某 一 个 矢量 Z， 使 得 Z 史 2，2G)， 线性 无 关 。 如 此 继续 下 
去 ,在 加 进 进 朋 限 多 个 萎 性 无 关 的 矢量 we) 以 后 ,我 们 即 可 取 完 开 的 
从 部 矢量 ,因为 多 于 个 的 艇 性 无 关 的 矢量 是 永存 在 的 。 这 些 矢 
量 we) 的 总 数 表 示 子 空间 工 的 维 数 。 如 果 F=n, 旭 工 与 整个 的 
2 杀 空 间 重 合 

我 们 提出 一 个 与 子 罕 间 的 构成 有 关 的 情形 。 假 识 舌 量 w， 
02 Ww 线性 相关 。 此 时 我 们 仍然 就 ,公式 (23,) 定义 某 一 个 
子 空间 荆 。 假 届 在 这 些 矢 量 中 前 个 cm，…，20 线 性 无 关 
而 其 余 每 一 个 矢量 w+ …，2w@ 可 写成 前 面 ! 个 矢量 的 钱 性 组 . 
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合 。 此 时 由 公式 (23) 让 义 的 矢量 集合 显然 与 由 下 面 的 公 式 定义 
的 矢量 集合 僵 同 : 

=O -ORD + OD 
这 就 是 谣 ， 由 阐 性 相关 的 矢量 2 中 ,x 中 ，…, % 中 所 从 成 的 子 空间 
具有 亲 数 1(Q<)。 

我 们 来 考察 实 的 三 亲 空 间 而 且 规 定 所 有 矢量 都 是 从 某 一 固定 
的 点 0 (原点 ) 出 发 的 。 在 现在 的 情形 w= 3。 当 8=I 时 , 子 空 间 
石 是 通过 原点 0 的 森 一 直线 ,而 是 通过 原点 0 的 某 一 平面 。 

18. 数量 积 “ 先 规定 一 种 刀 法 。 如 果 a 是 某 一 个 复数 ,我 们 
用 4 者 示 与 w 共 过 的 复数 规 且 用 |c| 才 示 w 的 模 , 印 有 aa= |a|?。 
如 果 a 是 实 的 , 则 5 一 “并且 jx|* 一 o。 现 在 引进 一 个 新 的 ,对 以 
后 很 重要 的 松 念 。 

定义 ”两 个 矢量 

TV1, 0a 1*, Vn) 与 Y Yi, 02 pp Yn) 
的 数 基 积 的 定义 为 下 列 的 和 数 : 
我 们 以 后 用 记号 (2 幼 表示 数量 积 。 即 有 
Go 殷 = 习 0 YW) = 
出 是 得 到 (y, 2) = (w, Y)。 

和 如果 两 个 矢 晤 的 数 最 积 等 于 起 ; 则 它们 时 做 互相 重 直 或 互相 ， 
正 变 。 因 为 雾 的 共 辑 复数 仍然 是 雳 ,在 正 交 的 情况 下 数量 积 中 矢 
量 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 不 难看 田 , 雳 矢量 与 任何 一 个 矢量 正 变 。 

从 数量 积 的 完 义 直接 得 到 它 的 如 下 的 性 质 : 

(aw, Y) 一 az Y§); (2 oy) 一 < W, 
其 中 a 是 一 个 数量 因子 。 此 外 还 有 : | 

(+4Y, 2) = (8, 2) + (Y, 2);(v, +2) = (1, 区 于 (2 2), 
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并 且 光 个 分 配 律 对 于 任意 多 项 的 和 仍然 成 立 。 从 它 顺 便 可 以 得 
到 : 9 
(w+Y, UE) = 8, WD + (Fy V+ YW + (Y, OV) 
” 作 和 矢量 w (ci m2，…, zw) 与 它 自 身 的 数量 积 : 


Da 
4 

(%, '%) 一 > v7 = >! |z,|?。 
8=1] 8=1 


如 此 我 们 得 到 一 个 实数 ,这 个 实数 , 当 矢 量 % 不 等 于 恬 矢 量 (0， 

“，0) 时 是 正 的 。 当 vw 为 雾 矢 量 时 等 于 雳 。 实 数 (2 w) 的 在 方 
根 ( 正 值 ) 叶 候 和 是 的 缕 或 的 长 。 用 el 玫 这 个 模 , 它 可 以 写 . 
成 : 

Iz[?= (oo) = lss ;lel-v 丁 7) LA 
等 式 上 xj=0 印 相 当 于 过 是 等 估量。 假设 有 三 个 正 交 的 矢量 w。 
2 与 5。 部 
(21) =0; (2， 2) 一 0; (y, 2) =0。 
， 如 昌 应 用 数量 积 的 分 配 律 井 且 注 意 上 述 等 式 ,我 们 序 得 : 

。 (8% 十 2 十 2 WHY+2) 一 (和 9) 十 (9 21) 十 (2 2) 
或 ly+2l= el):+ yl+ zl 
这 个 云 式 表达 了 商 高 定理 或 毕 达 可 搞 斯 定理 。 尼 对 于 任意 多 项 仍 
然 成 立 。 成 立 的 理由 主要 在 于 这 些 矢 量 两 两 正 交 。 我 们 求证 明 ， 
加 果 舌 量 CD， &42，…,， 2 两 两 正 交 而 且 每 一 个 者 不 是 雾 矢 量 ， 


EA A Te re USE SO Sd LT A Sd De 


出 让 们 是 蕊 让 区区 实际 上 ,假设 
| Ow =0, 


我 们 来 证 明 , 所 有 0 此 等 于 喜 。 按 数量 积 的 乘法 ,用 wm ey 
等 式 的 两 端 , 其 中 大 取 数 也 2,…, 7 中 的 任何 一 数 , 邹 得 


Oo 20D) =0, 
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由 于 矢量 x 中 两 责 正 交 , 当 区 时 (20，200) =0, 于 是 上 面 等 式 
化 成 Os( 2 omD) 一 0， 创 Cslz 有 一 0, 遇 于 和 wo 必 >0， 由 是 
推 得 Os=0， 而 且 这 对 于 任 一 此 成 立 。 
茎 ， 齐 次 方程 租 的 几何 解释 “让 我 们 求 考 并 齐 坎 注 程 粗 
CH01 十 Gao 十 …… 十 Cltngn 一 0 1 


Ca101 十 Caa0o 十 … 十 Can0n 一 0 


essa ora tess eeess (25) 
Gnd + Gnata t+ Vnntn ~— Qo 
引进 矢量 : 
CE 6) 
此 时 方程 粗 (25) 可 以 写成 下 面 这 种 简短 的 形式 : 
(w, ao)=0; 1; (wy oo) 一 0， (27) 
这 就 是 说 , 问题 归 精 到 寻找 与 所 有 矢量 a 亚 守 的 邪 些 矢 量 w 。 
如 果 行 列 式 au| 不 等 于 零 , 则 在 数值 上 与 它 共 三 的 行列 式 |z| 也 
不 等 于 雳 。 在 这 种 情形 矢量 qt 巷 性 抑 关 , 因 之 方程 组 (27) 只 有 
堪 解 ,就 是 说 ,同时 与 % 个 线性 无 关 的 矢量 垂 家 (在 % 儿 空间 内 ) 的 
矢量 ( 除 喜 矢量 外 ) 是 不 存在 的 。 
现在 来 考察 其 他 的 情形 , 即 方程 租 (25) 的 行列 式 等 于 雳 的 悄 
形 。 假 识 方 程 粗 的 秩 等 于 。 如 果 作 出 由 系数 的 共 邢 数 租 成 的 
表 , 则 含 于 其 内 的 行列 式 就 值 来 说 是 与 合 于 表 |aml 内 的 相当 的 行 
列 式 共 乾 的 。 因 而 共 昂 表 的 秩 仍 然 是 %, 办 此, 按 前 面 的 证 明 ， 在 
矢量 6G2) 中 有 个 线性 无 关 的 矢量 , 而 其 余 的 每 一 个 矢量 是 尾 们 
的 炎 性 租 合 。 不 失 普 台 性 ,可 识 这 上 个 线性 无 关 矢 量 为 
ED GD， (28) 
而 对 于 其 余 每 一 个 矢量 我 们 有 表达 式 
GD BF GD .+ BEt GY 


(8 十 s 一 万 十 5 二 2 内， 


只 


其 中 BW? 为 数字 系数 。 从 上 面 的 关系 直接 可 以 推出 , 如 果 2 焉 让 
于 矢量 (28) , 划 它 局 时 也 翟 埋 于 所 有 的 矢量 a。 实际 上 
(mw, CT a (2， 3 GE+s2C0)) =》) +s)(w， CE) 
而 入 所 有 的 和 等 于 辟 , 因为 等 式 右 端的 和 数 中 每 一 项 剖 是 辟 。 这 
术 一 来 ;只 希 解 头 上 个 方程 作成 的 方程 租 就 够 了 ,如 通 常 一 样 可 设 
不 等 于 雪 的 大 阶 行列 式 位 于 左上 角 , 对 于 待 求 的 矢量 好 我 们 应 用 
在 [1 中 处 述 的 方法 得 到 (一 信 个 线性 无 关 的 解 中，…, %" 太 ， 
而 任 一 个 解 此 可 表 戊 这 (nm 一 如) 个 矢量 的 线性 组 合 。 在 现在 的 情 
形 ,由 公式 时 
Oo TCsat > 
其 中 01 为 任意 常数 ,所 确定 的 全 部 矢量 租 成 一 杀 空 阅 , 必 是 
整个 呈 厅 空间 的 一 个 子 空 间 。 完 全 一 样 , 求 得 的 矢量 9)…, 00 
， 生 成 一 人 一 办 亲子 容 间 用 ,-s。 子 袜 间 Mss 与 Lx 在 下 述 的 意义 
下 互相 得 直 ， 即 Mr，* 中 每 一 个 矢量 竹 直 于 中 每 一 个 矢量 (区 
之 也 如 此 ) , 子 空间 HW,-s 蚌 由 所 有 满足 方 程 (27) 的 矢量 作成 的 ， 
也 就 是 , 它 由 所 有 垂直 于 矢量 ga 中 ,…, gw 的 矢量 作成 的 。. 不 难 
芷 出 , 这 郊 个 矢量 @GD，…， CCD， 0D， 0 闭 性 无 关 。 实际 
上 ; 假 盐 它们 之 加 存 有 一 个 关系 
(Or GO 十 十 Or 4+ (A VDF WY) =0 (29) 
头 一 个 括 弧 共 出 I 中 某 一 个 矢量 @, 而 第 二 个 括 统 狂 出 妈 。* 中 
某 一 个 矢量 Y%, 泛 有 @ 十 =0, 或 @& 一 一 %,。 但 是 矢量 与 2 互 
相 正 交 , 由 是 可 知 ,矢量 & 与 它 自身 生理 , 换 句 话说, (a, a) = 0 或 
lel=0, 由 此 推 得 , 矢量 @& 是 一 个 老 和 拓 量 ; 同样 可 知 % 也 是 一 个 
雾 矢 量 ,于 是 
Oi GD 二.… GD 一 0, EOF Tp "D0 
但 是 矢量 gD，…, 中 按 假设 是 线性 无 关 的 ,因此 ,所 有 常数 0; 必 
须 等 于 雳 ; 同 理 , 所 有 常数 d, 也 必须 等 于 雳 。 这 样 一 来 , 在 关系 
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中 所 有 系数 都 必须 等 于 雳 , 就 是 就, 矢量 @ 中 ，…， 0 
wf" 确 是 线性 无 关 的 。 
下 可 唯一 地 家 成 下 面 的 形式 : 
= (ED 十 十 yzC0D) + (dD+ np CD) , 

A Sa 的 矢量 属于 Ly 而 第 二 个 属于 Ma 。 包 含 在 
Mr 中 的 矢量 是 方程 粗 (27) 的 所 有 可 能 的 解 , 因此 ,对 于 任何 的 
粮 性 无 关 解 的 完全 租 , 它 的 矢量 的 数目 总 是 (2 一念 ， 即 是 3 zs 的 
灯 数 。 总 糙 上 面 对 齐 次 方程 粗 的 研究 , 使 我 们 得 到 下 就 重要 的 精 
果 : 六 

如 果 有 一 个 上 外 的 子 宕 间 LC% 达 ) ， 则 与 这 个 子 窒 间 正 交 的 
所 有 矢量 组成 一 个 (一 及 维 的 子 宕 间 放 ,-x; 而 且 忆 中 每 个 入 晤 
w 都 可 表 成 Lx 中 革 一 矢量 2 与 了 L,_x 中 某 一 个 矢量 z 的 和 : 允 = 
+ 

我 们 求证 明 ,这 样 的 开 示 法 是 唯一 的 。 假定 除 上 述 表 示 法 外 
还 有 一 种 : %w 一 42, 其 中 纪 属 于 Lx 而 2 属于 Mx。 需要 证 及， 
引 =Y 与 9=2 。 我 们 有 十 2 一 二 5, 从 而 9 一 U0 一 Z。 洲 一 
一 ww 属于 Ls 而 差 0 一 2 属于 Ms-x, 由 此 推出 , 矢量 8 一丝 与 它 自 
身 正 交 ; 即 (9 一 2 2 一 2 一 0 或 1 一 2 一 0, 从 而 多 一 & 一 0, 序 y= 
一 入 。 此 时 从 2 一 2 一 0 一 2 推出 b=2 。 表示 法 称 =2 十 2 中 的 矢 
量 8 叫做 矢量 w 在 安 间 Ls 内 的 投影 。 在 上 述 表 示 法 中 矢量 8 与 
必 互相 正 交 。 按 照 商 高 定理 有 |2|?=]y|3 十 121?, 从 而 推出 |y| < 
<|zwl, 而 且 等 号 在 而 且 只 有 在 2 为 才 矢 量 时 才能 成 立 ， 就 是 说 ， 
等 号 在 而 且 只 有 在 儿 属 于 Lx 时 才能 成 立 ;此 时 有 一 % 。 同 理 ， 
[zl< [zl, 而 且 等 号 只 有 在 与 Zr 正 交 的 时 候 , 序 zz 的 时 候 
才能 成 立 。 子 实 间 Ls 与 Ms 通常 叶 做 互 余 正 交 子 窒 间 。 和 如果 
5 一 9 则 ,是 整个 Rs 而 Me 变 成 了 一 个 雳 矢量 。 

假 导 我 们 有 一 个 以 前 讲 过 的 实 的 三 维 空间 , 且 分 =2, 于 是 


66. 高 等 歼 学 数 各 


% 一 = 二 3 一 2=1 。 子 宏 间 工 s 是 某 一 个 过 原点 0 的 平面 PP 而 3: 
是 过 原点 0 目 生 让 于 三 的 直 绥 玉 。 每 一 个 矢量 可 以 唯一 地 天成 
两 个 矢量 的 和 ,其 一 位 于 平面 已 上 而 另 一 位 于 直线 玉 上 。 在 方程 
的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 这 一 情形 下 ,对 于 齐 次 方程 租 的 解 我 们 
已 稿 予 几何 的 解释 。 对 于 一 般 的 情形 , 我 们 可 以 完全 一 样 地 来 讨 
窒 。 在 这 种 情形 下 , 矢量 4 中 的 个 数 不 必 等 于 nm。 这 个 附注 对 于 
下 一 小 节 也 适合 
15. 韶关 次 方程 组 的 情形 让 我 们 洲 考 处 非 齐 次 方程 租 : 
CH101 十 01303 十 十 Can 一 D 
Ca101 十 Caa03 十 …， + Gat ba | (30) 
Cnd01 Wnatat + Qnntn = bn o 
它 可 以 解释 为 寻求 适合 方程 租 
(%,& Co) =01, .…, (LX, ci) 一 0 (31) 
的 矢量 % (oa …， oo) 的 问题 ,而 4 中，…, go 为 已 知 矢 量 (26) 。 
如 果 方 程 组 的 行列 式 不 等 于 雳 , 则 应 用 克 兰 姆 法 则 即 可 得 到 
一 确定 的 解 。 假 坑 方 程 租 的 行列 式 等 于 零 而 它 的 系数 作成 的 卖 的 
秩 等 于 4, 并 且 假 设 位 十 左上 角 的 阶 行列 式 不 等 于 需 。 与 方程 
租 (30) 一 道 , 我 们 等 出 一 个 齐 次 方程 租 , 窟 的 系数 是 将 原来 方程 租 
的 系数 的 行列 互 换 ,然后 将 所 有 系数 代 以 蕊 的 共 卓 复数 而 得 来 的 。 
如 此 得 到 的 方程 组 具 有 形式 : 
Caigi 十 Calbga 十 … 十 Codyu 一 0 
Caazg1 十 dasga 十 … 十 Cragn 一 0 


(82) 


Giny1 十 Ganga 十 人 十 Cogyr 一 0 0 
它 的 系数 表 的 秩 仍 然 是 而 且 位 于 在. 上 角 的 阶 行列 式 仍 然 
不 等 于 零 。 这 齐 卖 方程 租 叫做 与 方程 粗 (30) 相关 联 的 齐 灾 方程 
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粗 。 以 前 讲 过 , 它 的 一 般 解 是 (mn 一 有 ) 个 解 (矢量 ) 的 重 性 租 合 ,而 这 
(nm 一 如 个 解 , 壁 如 说 ,可 以 从 头 上 个 方程 按照 克 兰 姆 定理 对 yY，…， 
yn 求解 而 得 到 , 解 的 时 候 可 合 其 余 的 gr 等 于 霉 , 而 只 有 一 个 等 于 
1 。 当 会 yii 一 1 时 我 们 序 得 方程 租 : 

Gnyit dayat Yk = 一 Ga 

C291 十 Gaaga 十 … 十 Gkagar- — Cpt1,3 

Ti doys 十 “OpnYp = — 0h+lk o 


解 获 个 方程 租 而 且 取 这 个 解 的 共 元 值 , 即 得 


4m 
Ym (m=1, 2，…， £) (88) 
Yeri=1, Yera=Yp3 = = = 0,» 


C11y G21y "**, rl 


其 中 | 1= (12; Qa23y '**, Qka 0， 


A CIky Gany CN 
而 4 是 将 4 中 第 'm 烈 用 Cp4l1y Cptl, ky 替换 而 得 来 的 。 现在 
来 决定 由 刚才 解 方程 粗 (32) 得 到 的 矢量 9 与 矢量 689, 52,…， 
65%) 荆 克 的 条 件 。 这 条 件 是 ，。 
2, Dy) 5 - 训 争 bmn-bnri=0 
; 


k 
-hbnt bdr-0。 (8 


. 


如 在 行列 式 4 中 将 行列 互 换 ,然后 经 邮 一 加) 个 行 的 对 换 把 第 办 
行 换 汉 最 后 一 行 的 位 置 ,于 是 我 们 印 得 ; 


© 


PR OT 仙人 和 和 
Ga-T 1 Cr-12》 Cam 一 1 
本 TEtlim 
~4n= Ont11y Cnt1,as **') Cm+l,k “GS 1) o 
A eT 


Qk1y Qkay 0 


CUHL 1 GT 29 “GET 
这 恰好 是 下 面 的 特征 行列 式 的 元 素 pw 的 代数 余子 式 : 


C11, CH43》 GIES O01 


Aypr1= 
+1 
CHI Qa, ny Cpy Dx 


CI Ct12) "9 Apt1 hy Opt1 


”条 件 (34) 恰好 表示 这 特征 行列 式 等 于 雳 。 同 理 , 对 于 yp 一 1 我们 
得 到 条 件 dx+*=0 。 因 此 , 我 们 得 到 下 面 的 精 果 :如 果 方 程 钥 (30) 


的 行列 式 等 于 雪 ， 则 这 方程 组 有 解 的 必要 县 充分 的 猴 件 为 , 矢 最 
(54，…; bs) 与 关联 的 齐 次 方程 租 (32) 的 解 所 成 的 所 有 矢 基 正 交 。 

方程 组 (80) 的 一 般 解 是 这 方程 组 的 任何 一 个 特别 解 与 其 对 应 
的 齐 次 方程 组 的 一 般 解 之 和 ,而 所 谓 对 应 的 齐 次 方程 组 是 在 方程 
办 (0) 中 搬 记 有 5 按 记 因而 换 到 的 = 站 4 二 实 才 委 的 一 般 解 
将 含有 人 m 一 人 个 任意 常数 。 

最 后 再 来 能 出 关 干 米 性 方程 组 的 基本 定理 的 一 个 儿 何 解释 ， 
这 个 解 和 在 以 后 是 重要 的 。 候 和 般 给 出 合 甩 个 未 知 数 的 ”个 线性 
型: 


多 一 CH101 十 十 Gan0n 


gr 一 Grl21 十 … 计 Gonao 


我 们 假定 w 可 以 取 任 意 的 复数 值 而 把 (1 …, 9) 看 作 某 一 
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次 量 的 分 基 。 各 果 行 列 式 |ern| 不 等 于 零 , 划 任 音 烙 定 的 值 i 都 可 
从 适当 的 值 v4 得到, 因而 上 曾 均 到 式 输 子 我 们 整个 % 维 安 间 YY 。 
现在 假定 , 才 |aw| 的 秩 7 小 于 nw。 不 类 普 融 性 ,可 以 把 位 于 左上 角 
的 了 阶 行列 式 看 作 不 等 于 零 。 此 时 , 关于 装 性 方程 组 的 基本 定理 
告诉 我 们 :由 上 面 公式 所 确定 的 秆 (ys, …, g) 的 集合 具有 这 样 的 
性 质 , 印 妇 ,…, yi 的 值 可 以 任意 , 但 是 , 如 果 这 些 yi 的 值 一 经 取 
定 , 其 gras …y 9 的 值 部 跟着 完 估 决定 , 序 这 些 值 是 根据 特征 行 
列 式 等 于 零 的 条 件 而 得 到 的 。 用 几何 的 话 来 说 ,意思 就 是 ,上 面 的 
公式 确定 一 7 从 子 空 因而 且 它 可 由 如 下 得 到 的 7 个 矢量 生成 :全 
某 一 个 (一 1 2，…， 站) 为 工 而 信 其 余 的 从 为 等 。 那 末 ,， 如 果 妆 
|am| 的 秩 为 ， 刚 上 面 公式 给 出 一 个 矢量 (级 ,…, g) ， 而 这 些 矢 
量 确 定 一 个 次 子 空间 。 
上 面 我 们 所 考虑 的 是 米 性 型 的 个 数 等 于 变数 名 的 个 数 的 情 
形 。 现 在 看 一 般 情形 : . 
角 二 坊 101 十 …: + am 


oo 一 Coa01 十 十 Con o 
在 这 种 情形 下 ,这 个 公式 对 于 任意 的 入 确定 一 个 包含 在 维 
空间 内 的 子 空间 , 它 的 纵 数 等 于 表 |awl 的 秩 。 证 明 与 前 面 的 完全 
一 样 。 | 
16. 格拉 坦 行列 式 ,阿达 肩 不 链 式 、 假 酸 到 加 个 矢量 : 


-0 zs 0) (s=1, 2, mo 


作 一 个 以 数量 积 (x 中 ,x 中) 为 元 的 阶 生 到 并 且 可 进 下 面 的 号 : 
GRD, RO, ,HD = 20 RE)) | 六 = 
(sD, DY, (FO, ED) ,xD e000)) | 
(X00), wD) ,xO , 2)) ,CD , em)) 
(RE), CD) , (KO), 0) (CC 


这 个 行列 式 阴 做 矢 且 


60 尚 等 数 学 教程 
GD Xe RH) 
的 覆 拉 姆 行列 式 。 
现在 分 成 下 面 三 种 情 沉 及 计 生 ; 


俯 一 久久 一 下 本 作 过 2o 


.路面 行列 式 的 一 般 项 为 
(zy wh)) = OT, 
, SsS=l 
当 思 =# 时 行列 式 (35) 等 于 下 列 行列 式 的 染 积 
5 - 24, 02)， 《GD 020D， Zz, “oy 2 
LIETTETILLLLLL LTTE 区 onosgnnre ent aer re 
0, eh, a | | a 3, i, 


这 里 的 吧 法 是 应 用 行 与 列 相 菜 的 法 则 ,注意 行列 式 的 值 并 不 因 行 列 互 换 耐 改变, 由 巧 
可 知 第 二 个 轴 子 与 第 一 个 因子 是 共 刁 的 复 效 , 所 以 格拉 姆 行列 式 (8 了 ) 当 双 一 冯 时 等 于 
行列 式 [多 凡 的 模 的 胖 方 ， 而 行列 式 12 外]? 采 由 矢量 zxG)，zG)，…， wm) 的 分 量 2 


”为 元 素 粗 成 的 。 因 此 , 行列 式 (85) 当 上进 矢 最 禾 性 无关 时 取 正 筷 ， 当 它们 效 性 相关 时 


秋子 霍 [12]。 当 nn 于 n 时 我 们 有 两 个 长 访 直 : 
2 5 
| 2 “1 


;, ZH 0, | : 
(360 与 | (362) 
os CT oo 
1 有 


点 行列 式 (35) 对 应 的 炊 是 上 面 两 个 才 的 梁 积 [7]。 由 于 [7] 中 的 定理 , 行列 式 (35) 当 
风 >7 时 等 于 黎 。 但 是 在 这 种 情形 下 关 基 <0)， 22)，…， wtm) 是 寞 性 相关 的 [12]。 当 
轴 <h 时 ,由 于 刚才 提 到 的 定 再 

GoGD，w(0)， Km)) 一 


fra Crm 做 和 


其 中 下 (如 2 人 ) 实 示 卖 (86D) 中 的 子 式 , 而 了 (全 区 ?人 7 类 示 下 (364) 中 


?19 9739 5 Tn 


b's 1, 2, sm )¥ 人 Tg ed) 


» 2 2 


os {ls 2 四 
的 于 式 。 与 上 而 一 宫 , 了 (各 名 天) 与 也 宫 ， 2) 是 共 关 的 复 煞 ， 四 而 上 
而 公式 可 换 写成 下 面 的 形式 
Gz, zw 0)) = | 工 他 2, 1 7 )| (37) 


f1<ra< <rm ?19 ?299 9 fm 
如 果 (zx …， (0) 粮 福 元 关 , 则 类 (361) 的 秩 等 于 [12]， 因 而 在 等 式 (37) 有 
并 的 那些 项 中 至 作 有 有 一 项 是 正 的 。 如 果 上 壕 的 矢 基 是 米 性 相关 的 ， 荐 滩 (361) 的 秩 小 
子 包 ,因而 所 有 谷子 这 个 才 中 的 名 阶 行列 式 些 等于零 ,于 是 从 (37) 即 可 推出 ,这 情形 
下 WD, ww 加 ,wD) 二 0。 所 凡 , 总 医 质 湖 串 的 三 种 情形 : =n mn 汪 轴 <h 
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的 苦果 ,我 们 得 到 下 列 的 一 般 的 定理 。 
定理 格拉 姆 行列 匠 G(X 中 四， 浊 矢 最 2007 205 2) 六 人 狂 


无 关 时 ,是正 的 ;而 当 这 臣 儿 是 杰 竹 相关 时 等 于 等 。 


现在 我 个 再 求证 明 一 个 关于 格拉 姆 行列 式 的 公式 。 首 光 规定 一 些 记号 。 假 说 
是 -Br 中 的 任意 一 个 矢量 ,而 且 对 子 它 有 好 下 的 分 解 式 : x 一 yz, 其 中 2 属于 由 矢量 
0 xz 人 (1) 生成 的 子 空 间 , 而 x 是 一 个 与 这 子 空间 正 交 的 矢量 。 我 们 要 米 证 


明 的 公式 就 是 


GD, we ee), we) 一 | G(x, xxz00)。 (88) 
如 时 注意 到 等 式 : 
(ze x) = (x), 1 (ws xzG) 一 (ce)) 
这 是 内 z 与 所 有 x 中 正 交 这 .一 性 质 而 来 的 ， 以 及 公式 (zy we) = (0 扫 十 (zy 32) [13]， 
于 是 
G(wD, RD) Cx 0] 一 
ly (wD, wh), (x), X20)), os (x Lm)) ， [C22 网 gy) 
0 人 机 (xzG) ws a “, a 2 2 y) 
(i 0 (xm)， 2 a. i Con， A 
(yy, XV), (Fx (Yn), (gs 2 十 (za 
将 最 后 一 行 的 元 未 换 写 成 ; 
(yy 29) 十 0，(9 xz) 十 0 …， (xz00D) 十 0 (8 ， 2) 十 (sz 
然后 根据 [3] 中 性 质 TY， 将 上 面 行列 式 换 写 两 个 行列 式 的 和 : 
G (LD, 2 2003 0 一 @(XD， EO, wo 人) 中 
《xz0D， EDD), (wD, wD) ,ey CED, ee)) ,ws Y) 
(xc 2O)) 网 (wx2), Xx)) 9 (xz@)， CCP 党 (x Y) 
十 了 tt .上 a i mn re 
(wm), ) ,CR ze)) oo, Cee), et) , (etm), yy) 
0; oy 0， |s12 


o 《39) 


”类 流 允 居于 由 矢量 ze x09 所 生成 的 子 空 阅 , 也 就 是 , gy 可 灌 成 x 人 9 的 钱 


性 狂 合 ,所 以 根据 上 面 放 明 过 的 定理 : 
GPLD, LH, s,m), Y) =0 0 
将 (8 39) 式 中 的 行列 式 撤 景 后 一 行 展开 ,我 俩 部 得 公式 (ss)。 
从 这 个 公式 站 接 得 到 下 面 等 式 出 
G(x, ze x 2 SA GCL, wD, 200)a (40) 
党 撩 招 出 ,如 果 矢 量 * 人 9 禾 性 相关 , 则 


Ge WD, Rm), E) GD, x 1, RN)) =0 6 


62 高 等 数 学 数 程 


和 如果 xG) 粥 性 元 关 , 则 在 不 等 式 (40) 中 ,在 丁 且 只 有 1 一 0 时, 记 x 与 所 及 正 
实 的 时 候 , 等 号 才能 成 立 。 

如 果 我 们 反复 应 用 不 等 式 (40) 子 原来 的 格拉 姆 行列 式 G(z0， x 的，…, xD)) 如 
得 弄 它 的 一 个 估 伸 : 

好 (xz, x22) 9 rm)) 下 [E24 E20 D2. | Xun) i2 (41) 

这 蜂 应 融 注 深 到 G(x 中 ) 一 1 中风。 | 

41) 中 的 等 号 在 而 且 只 有 在 矢量 两 两 正 交 时 才能 成 立 。 这 里 我 们 人 恨 定 矢量 中 浸 
有 一 个 是 震 矢 量 。 不 等 式 ( 纠 ) 使 得 我 们 有 可 能 对 任意 的 行列 式 的 慎 作 一 个 估计 。 假 
角 4 是 具有 元 妇 ci 的 7 阶 行列 式 。 将 这 个 行列 式 的 第 ; 行 元 素 (aily at …， Qin) 团 
作 Es 中 汪 一 个 矢量 x 中 的 分 其 。 用 与 cik 共 地 的 dk 为 元 业 作 一 新 行列 式 ; 汤 显然 竺 
也 4 。 拨 行 与 行 相 梁 的 法 则 作 行列 式 4 与 4 的 对 积 , 郎 得 格拉 姆 行列 式 G(x 中 ， 
xc) …， wt0)， 它 的 值 按照 行列 式 的 乘法 定理 等 于 44, 也 部 等 于 | 4|?。 然 后 应 用 不 
等 式 (41) , 我 们 得 到 关于 行列 式 的 模 的 一 个 估 估 , 序 阿 达 马 不 等 式 : 


14js< 访 lan 入 asp… 癌 lanl2。 0 
如 果 行列 式 4 的 元 素 为 实数 , 则 上 式 可 与 成 : 
4 站 号 四 你 六 os (3) 
如 果 对 手 行列 式 4 的 元 素 有 下 面 的 估 值 : 
lexl < Cis el 2, 1) 
则 显然 有 加 larlo<nam， 
根据 (42) 即 得 估 值 : 
14|<sgarn。 (44) 


根据 上 面 的 叙述 ，(43) 中 的 筠 号 在 而 且 只 有 在 矢量 x 中 两 两 正 次 的 时 候 志 能成 
立 。 

我 们 还 可 以 得 到 关子 格拉 姆 行列 式 的 其 他 估 信 。 这 是 根据 一 个 由 推广 不 等 式 (40) 
而 得 来 的 新 不 等 式 。 

候 设 亦 字 了 ,了 了, Z 和 名 站 由 Es 中 一 些 矢 基 作 成 的 序 死 。 刚才 提 沽 的 不 等 式 (40) 
的 一 个 推广 就 是 - 

G(X, Y, 2) G(R) SOF, 2) -G(T, Y)o (45) 

在 这 个 不 等 式 中 可 以 充 许 矢量 序列 是 空 的 , 所 留 空 的 矢量 序列 就 是 不 含有 任何 夭 
量 的 序列 。 如 果 黎 是 这 样 一 个 序列 , 则 假定 GOP) 二 1 。 

根据 这 个 不 允 式 我 个 可 以 德 到 下 面 的 格拉 每 行列 式 的 另 一 代 值 : 

Ce 22 zo0)<| 时 OED, 0 EHD), aktD， Rm)) jr， 
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其 中 王 是 梁 积 呢 导 。 反复 应 用 这 个 不 等 式 可 以 导出 新 的 不 移 式 ,使 得 其 中 的 格拉 姆 
行列 式 含有 为 数 更 少 的 矢量 。 在 所 有 这 些 不 等 式 中 , 在 而 且 只 有 在 和 关 基 两 两 正 交 指 时 


. 候 ; 等 号 才能 成 立 。 列 才 提 到 的 格拉 姆 行列 式 的 估 什 是 半 . K. 法 稿 得 到 的 (苏联 科学 


院 学 报 , 1946 年 , 管 LIV N9)。 
常 系数 线性 微分 方程 组 ”现在 我 们 把 弃 得 的 糙 果 应 用 于 
常 系数 线性 敏 分 方程 组 的 积分 天 题 。 这 样 的 方程 粗 可 写成 
t= L112T2 + nn 


V2 = QT1 + C22Ta T+ Wontn 


eewsessoosoeyoosiesew 


(46) 


1 
Tn = Cn1T1 十 Cna203 十 十 Con 


其 中 作为 待 求 的 了 的 画 数 , w) 为 它 的 微 商 , am 为 欠 定 的 常数 。 我 
们 来 求 下 列 形 状 的 解 : 
wi = Die”; wa= baer; 3 Dn— baer 。 (47) 
把 它们 代入 方程 组 (46) 并 且 消 去 因子 e*, 就 得 到 一 个 用 以 决 
定常 数 91， 凡 ob, 的 方程 组 
(41 一 和 了 十 i203 十 … 十 Q1n01 一 
GQ2101 十 Ei re 0 (48) 
Qn101 二 Qn20s 十 *… ee 人 
因为 ,对 于 未 知 数 5; 我 们 应 当 得 到 非 震 解 ,因而 上 渴 方程 组 
的 行列 式 必须 等 于 圭 , 就 是 说 ,我 们 得 到 关于 常数 入 的 方程 : 
aa 一》， Qi2, Cn 
Ca2ly Ga3 一 和 人) Can 


=0。 (49) 


nly , Cay a am 一 和 | 
这 样 的 方程 通常 时 做 特征 方程 。 当 我 们 考察 无 阻力 的 力学 体 
系 的 振动 时 ,在 系数 表 为 对 称 的 , 序 au= au 而 且 系 数 此 为 实数 的 
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这 一 特别 情形 下 ,这 个 方程 是 大 家 都 知道 的 (以 后 考察 微小 振动 
时 我 们 还 要 裔 到 它 ) 。 现 在 我 们 大 体 上 来 研究 一 下 这 个 方程 组 。 方 
程 (49) 是 一 个 最 高 项 为 (一 入 "的 7 次 代数 方程 。 如 果 这 方程 有 % 
个 不 同 的 概 
4 一 40 4 一 4 

那 末 ,把 和 = 入 的 每 一 个 值 代 入 到 无 程 (48) 的 系数 中 , 我 们 邹 得 m 
个 关于 对 应 的 未 知 数 如， …，b， 的 齐 次 方程 粗 , 而 且 它 们 的 行列 
式 划 为 零 , 因 而 有 可 能 得 到 这 些 未 知 数 的 非 雾 解 。 因 此 ,按照 到 式 
(47) 我 们 得 多方 程 (46) 的 %2 个 线性 无 关 的 解 , 而 且 它们 的 线性 粗 
合 烙 轩 方程 组 (46) 的 一 般 积分 。 如 果 特 征 方程 (49) 有 重 根 , 则 求 
解 的 问题 变 得 比较 复杂 ,就 是 设 ,方程 (49) 的 每 一 个 重 根 应 亦 相 
当 于 方程 组 (46) 的 个 粮 性 无 关 的 解 , 其 中 有 一 解 一 定 属于 (47) 
的 形式 , 而 其 余 的 解 ,一般 说 来 , 还 包含 一 个 1 的 多 项 式 因子 。 但 
是 ,在 现在 的 情形 , 与 一 个 常 系数 方程 [II, 40] 有 不 同 的 地 方 , 就 
是 , 在 对 应 于 上 述 重 根 的 解 中 , 可 以 有 多 于 一 个 的 解 (甚至 是 全 部 
的 解 ) 禾 取 (47) 的 形式 。 在 这 里 我 们 不 想 闫 租 地 研究 这 种 情形 , 因 
为 ,以 后 利用 复 变 西数 的 理论 ,可 用 别 的 方法 求解 方程 组 (46) 。 

现在 回 过 米 看 在 我 们 的 问题 中 过 基础 作用 的 特征 方程 (49)。 当 7 大 的 时 伟 , 求解 
这 个 方程 , 东 赤 于 是 求 它 的 近似 解 , 有 实际 的 困难 ， 这 程 困难 系 由 如 下 的 情况 所 引起 ， 
即 又 求 的 未 知 数 入 不 是 在 某 一 行 或 一 列 ， 而 是 在 对 角 名 上 , 如 将 这 方程 的 在 端 按 入 的 
窜 展 开 , 那 就 需要 在 [ 纠 中 提 到 的 大 量 的 计算 。 现 在 我 们 来 叙 迟 一 个 变形 方法 , 将 方程 
(49) 化 成 实际 计算 进 为 恒利 的 形式 , 在 这 种 灌 式 中 入 只 在 一 列 出 玩 。 这 个 方法 是 院士 
A. 耳 . 克 雷 罗江 铬 出 的 。 可 以 在 他 的 敬 作 “在 技术 问题 中 确定 物质 体系 的 微小 振动 的 * 
颖 素 的 方程 的 数值 解法 ”( 苏 联 科学 院 汇 报 , 1931 年 ) 中 找到 。 

作 一 个 待 求 庄 量 的 线性 狂 合 

一 20104 十 ooocoe 十 … 十 ConYay - (50) 

其 中 aof 为 用 任何 方式 取 定 的 数字 有 深 数 。 将 方程 (50) 对 t 求 秘 高 nx 次 ,每 求 一 次 微 商 
之 后 , 部 用 方程 粗 (46) 下 的 类 达 式 代 和 人 等 式 右 端的 微 商 x 5 。 这 样 我 们 得 到 (二 1) 个 
再 程 : 
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tb 
EH =and1T oT Ltn 
a (51) 
四 E07D =a .1,121 ne 十 二 ar- 
二 站 二 01 对 十 anal2 十 …… 十 apnaZno 5 
假设 册 头 汪 个 方程 的 系数 wz 所 胡 成 的 行列 式 不 等 于 雳 。 浊 时 由 头 包 个 方程 可 以 
把 oj 用 $9 5 表达 再 来 ,然后 将 这 些 者 达 式 代 久 最 后 一 个 方程 中 , 于 是 郎 得 
一 个 的 n 般 方程。 借助 行列 式 , 我 们 妃 可 以 交接 从 (ln 十 坊 个 方 各 演 去 4。 洋 际 上 ， 
把 这 些 方程 改 宕 成 下 面 形式 : 1 
志和 十 ol 十 co 十 … 二 ooirn 一 0 
如 0 十 cal24 十 cdto2ze 十 … 十 alngn 一 0 
sroF nti nove et nnn= 0, 
其 让 一 ~1, 就 可 点 把 这 (人 二 国企 方程 看 作 关 于 量 XY0, 41，…， tv 的 齐 次 方程 粗 。 
上 上 面 这 方程 竹 的 行列 式 必须 等 于 雳 ,于 是 我 们 就 得 到 消去 % 后 的 要 求 的 烙 时 
1 EQ01, co2y "Con 
1; Ul Ql2y "i Oly 


-0。 (52) 


$n), Gn1s Aney yg Onn 
_ 我 们 来 求 这 个 方程 的 取 下 面 形 式 的 际 : 
一 cito E 
把 这 个 解 代入 行列 式 (52) 的 头 一 列 而 且 把 因子 ext 提 到 行列 式 记号 之 外 ,然后 演 
去 这 个 因子 ,我 们 朗 得 到 一 个 决定 入 的 方程 : 
1, aoly ao *…*, Con| < ! 


入 ， Qt, L129 "Cin 


=06 (53) 
和 1 Gnly. Cn2y Got 
不 难 证 明 , 在 上 上述 的 披 俩 下 , 方程 (53) 与 方程 (49) 具 有 相同 的 根 。 实 际 上 , 假设 
和 一 jo 为 方程 459) 的 某 一 帆 千 是 方程 (59) 邵 有 下 列 形式 的 解 : 
# 一 Ceht) (54) 
其 市 0 为 往 入 常数 。 此 时 ,由 方 各 钥 (5) 的 头 分 个 方程 ,我们 得 到 四 欧 -- 解 其 形式 
如 〈 信 ) 而 入 =X%o, 这 就 是 该, 和 一 和 是 方程 (49) 的 一 个 根 。 反 之 , 如果 小 一 0 十 方程 
(49) 的 一 个 根 , 则 我 们 对 %7 有 形式 如 (47) 的 一 和 解 , 而 入 一)0, 其 中 切 为 数字 常数 而 且 
不 全 为 喜 § 把 这 些 2 的 下 达 式 代入 方程 往 人 6 四 芍 头 一 个 中 ,我 们 部 得 的 形式 为 (54) 
的 一 解 ,而 且 这 个 解 一 定 不 等 子 等 。 假 如 不 然 , 我 们 将 有 
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t=t rt DD=0, 
也是 ,根据 方 稳 租 (51) 的 头 个 方程 , 砍 接 得 到 
‘1 == n=0o 
所 以 ,方程 (49) 的 每 个 根 确 实 为 方程 (53) 的 良 。 这 祥 一 来 , 根据 我 侧 的 上 流 假 
识 , 方 各 (58) 与 方程 (49) 诊 完全 一 禅 的 根 。 这 个 方法 对 对 数字 的 例子 的 过 用 以 及 对 于 
用 于 我 全 的 假 只 不 成 立 的 情形 的 洽 察 ,在 上 而 规 到 的 院士 4. 也， 到 需 罗 夫 的 著作 中 可 
以 找到 。 -- 
如 时 让 公式 (50) 取 = 有 1 的 形式 , 期 愉 沉 可 最 障 单 的 计算 。 在 这 种 情形 下 , 方程 
《53) 将 到 下 面 的 形式 : 
汪 并 0, 0 
2 | a 012 9 Cl -00。 


Nanly Ons» Onn 


不 直方 程 粗 (46) 我 们 来 考虑 下 面 的 二 阶 方 程 组 : 
WI = 101 十 W120a 二 nin 
0 过 Caa01 se 二 Gantn 


(55) 


Wh — QnIV1 nata Cnn o l 
这 样 的 方程 组 在 力学 由 时 党 遇见 。 如 果 要 求 它 的 下 列 形 式 的 
wi;= 0; COS(NMTF ps ， 
则 我 们 得 到 关于 和 的 方程 : 


2 
Ca 十 人 , Ar2 “oy Cin | 
Gal， Ca 十 久 2，… Gan 
EK 
ye | Ue (56) 
1 Gray Gn et Gant 


常数 5 可 以 由 类 俱 于 (48) 的 方程 组 来 决 定 , 而 9 是 任意 的 s 
关 后 ,我 们 来 看 方程 组 ; 


@@ ”对 于 特征 方程 的 变换 4A. 好 尼 列 夫 斯 基 傅 儿 验 过 一 个 简单 丽 适用 的 方法 ( 数 
学 汇报 3 仿 , 党 3, 1 期 )。 bE ， ， 
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J 和 了 1 训 
V1 = C0 二 Ctr ei 十 … -| CrnTn 

U4 是 
Wo = W901 二 Gant Gad 二 十 Ca 


(57) 


Wh = nd1 WA i “十 Cn 9 


、 这 个 方程 组 含有 一 阶 微 商 。 如果 我 们 仍然 求 形式 如 (47) 的 全 ， 则 
我 们 得 


下 ;012 十 C13 入 ， in Cin 
dat -C21 和 , Qaat Caah — MN, 0 -0 MM (58) 
Co 十 Coal 和， Cn2 十 Cna 和 y nn 二 Cnn 和 一 2 | 
如 引入 补充 的 未 知 数 
641 一 他， 一 0 Van = hy (59) 
则 方程 组 (57) 化 成 2n 个 一 阶 方程 ,其 中 % 个 方程 可 以 从 方程 组 
(57) 作 如 下 的 替换 A 
Dh SV nt (j=1, 2,., 7) 


而 得 到 ,而 其 余人 个 则 是 方程 (59)。 
地 ， 夯 数 行列 式 ” 假设 有 ?2 个 变数 23,…, 的 多 个 两 数 
PVs 29， 00030a (Ci 02》 Tn) 3 Pn (M1, 039 Wn) o (60) 
这 些 页 数 对 于 蛮 数 % 的 画 数 行列 式 定义 为 这 样 一 个 %* 阶 行 
列 式 , 其 元 素 系 技 公 式 : a 一 gt 计 te 对 于 画 数 行列 
式 我 们 引用 一 个 特别 的 记号 


Op1 Op1 dpi | 
Do 7 Doa * Di 
Dpa Opa dpa 
了 pa Po) | Bo Gms’ wm 了 
Dn sm) i 
Op» Op Opn 
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讲 重 积分 换 元 法 剧 时 [II, 级 与 60] , 我 们 双人 经 昂 过 这 梯 的 行列 
式 。 如 果 我 们 在 种 面 上 施行 换 元 : 


2= p(y, v); Y= (4, CY 9 (62) 
它 将 点 (4, 2) 变 到 点 (%， 奶 ,剧本 数 行列 式 
' big, ; 
Dr 《68) 


的 绝对 值 为 在 点 变换 (62) 下 在 指定 的 点 (20) 的 面积 改变 的 系数 ， 
”这 里 我 们 假定 ,在 应 用 点 变换 (62) 的 区 域内 ,两 数 (62) 对 于 变数 久 
与 的 偏 微 商 是 回炉 的 以 及 行列 式 .(63) 不 等 于 零 。 用 同样 的 方 
法 ,如 果 在 三 雁 空 间 内 有 一 个 点 变换 : 

人 一 0 (qi, ga, 93); 2 一 出 (ga，0s) ;2 一 (01 9ay 98) > 
它 把 坐标 为 (qi，9a，9a) 的 点 变 到 点 (4%, 9， 2) , 而 区 域 (71) 变 到 区 
城 (7)， 央 在 三 重 积分 下 的 换 元 公式 取 下 列 形 式 [IT,.6 人 0: 
jf v2 drayas=|| ye $0) 1Dlagudgsdgs, 

y) 


《了 困 CFD) 


站 中 . DD= Be 由，@w)》 
Dlaqi, ay ga)” 
而 |D| 为 在 由 点 (qi, 49a, 93) 到 点 | 2 由 的 变换 下 在 指定 的 点 的 
体积 改变 的 系数 。 ' 
完全 一 样 ,我 们 也 可 以 考虑 一 个 只 合 一 个 自 变数 的 次 数 : 
把 它 看 作 坐标 翰 OX 上 的 点 变换 , 它 把 机 坐标 为 2 的 点 变 到 J 禄 汪 
标 为 刀 的 点 。 此 时 , 微 商 的 怒 对 值 | 了 "(2) | 显然 是 在 指定 的 点 的 线 
段 长 诬 改 变 的 系数 。 上 述 的 一 切 精 果 可 以 推广 到 浴 空 间 内 点 变 
换 情 形 以 及 双重 积分 的 换 元 。 
就 二 礁 与 三 准 的 情形 所 因明 的 画 数 行列 式 与 微 商 之 于 J 
性 还 以 一 些 属 于 形式 的 性 质 之 间 的 某 些 相似 性 作为 它 的 推 花 。 
是 我 们 现在 要 来 证 朋 的 。 


臣 寺 人 计 这 
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假 雇 有 画 数 组 “ : 

oa Yn) yy Pn CY1s Yn)» 
而 县 假设 力 ，…，9yn 不 是 自 变 数 而 它们 本 身 是 和 ;Vn 的 夯 数 ， 
以 至 归根 到 底 丽 数 94 就 是 变数 vw 的 画 数 。 我 们 羽 作 三 个 画 数 行 
列 式 : 有 


Dg, le Pu) 4 Dlpi, 守 “? Ji) 。 Dl 2 Ys) 
DG sy ya)” Dlgiy ey tn) Dm, 3 wn) © 


族 些 丙 数 行列 式 的 元 素 分 别 是 


Op . A9:. Oy 
Oyp” Orvp” Owmx ® 


但 是 按照 复合 画 数 的 微分 法 旭 , 我 们 有 


Ops 二 DO , Do 十 Gp . bw, 
Orp Oy Ov Oyn Ov ” : 


如 搂 照 行 与 烈 得 梁 的 公式 来 应 用 关于 行列 式 乘法 的 定理 ， 我 们 得 
到 表达 夯 数 行 刻 式 的 第 一 个 性 质 的 等 式 : 


D(p1, :i On Dp '» pn) 。 PE A) Yn) i 
也 (oz wn) Ga yn) Dlg1, «es 0 ton) ° 


这 个 等 式 类 似 于 一 个 自 变 数 的 复合 夯 数 的 微分 法 届 。 
我 们 还 要 来 属 明 春 数 行 烈 式 的 另 一 个 性 质 。 画 数 址 pt 可 以 
淖 作 从 变数 m 浏 新 变数 o: 的 变换 : 
CO (65) 
首先 来 注意 一 个 特殊 情形 , 序 所 请 恒 等 变 换 的 情形 : 
0O4 一 1 03 一 03) On 一 Ooo 
它 的 夯 数 行列 式 为 
1, 0, 0， | 
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现在 ,方程 (65) 可 以 对 zm 来 解 ,使 得 wm 借 or 法 大 出 洒 : 
B=0 (pi Pr) (一 了 2 nN) (66) 
变换 (66) 自然 地 是 做 (6 二 的 道 变 换 。 和 如果 把 表达 式 (66) 代 天 
等 式 (65) 的 右 端 , 则 得 到 恒等式 -91 一 43;…，2w 一 9r, 或 者 换血 语 
就, 得 到 恒 等 变 换 。 现 在 将 公式 (64) 应 用 于 这 个 特殊 情形 ,这 时 必 
须 认为 四 ==w 与 4 二 加 , 可 是 在 公式 (64) 的 左 端 我 们 得 测量 等 变 
换 的 而 数 行列 式 : 


Dlp, ”9 Pn) Dlp, ”3 pn) 。 D(z1, ty 为] 
-491 3 Pn) Dn, Wa) Dlp1y ***, Pr) 


或 


Dp :7 0). Dlr 4 or) 。 
Dt 全 wn) Dps oy Yn) 了 (67) 
就 是 流 , 变 换 以 及 其 送 变 换 的 画 数 行列 式 的 乘积 等 于 荆 。 这 个 性 
质 类 似 于 一 个 自 变 数 的 而 数 的 反 画 数 的 微 商 的 性 质 。 
现在 炒 闭 明 函 效 
O1(24 yp] (01 0) on) 
对 于 变数 zw 的 浮 数 行列 式 


Dlgi, P29, "Pn) 
D(z1, ze Tn) 


异 儿 也 需 这 个 条 件 的 意义 。 候 角 这 些 型 数 是 被 一 个 轴 数 关 洒 联 糙 闭 : . 

Plpi, *, Pr)=0, 《69) 
这 里 壬 式 (69) 是 关于 自 变 数 :zj 的 恒等式 。 求 它 对 所 有 自 变数 的 微 商 , 于 是 得 到 ?个 
恒等式 : : 


(68) 


az .ao | ... OF .Opn ,0 
Dpl Ox1 Opn Ox 


Se ec (70) 
DP Op1 OF Opn 

Bp1 " Bon tt Bp Om 
我 们 可 以 把 这 个 恒等式 看 作 下 列 4 个 量 


0 


o 


的 效 性 方程 ,而 且 显 然 这 些 量 不 可 能 同时 恒 等 于 零 , 因为 , 不 然 的 话 , 将 不 含有 任何 
一 个 滑 数 Pi。 因此 , 齐 次 方程 粗 (70) 的 行列 式 必须 等 于 零 , 也 就 是 就, 前 数 行列 起 
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(69) 等 和子 夫 。 那 来, 从 机 数 关系 (69) 的 存在 推出 画 数 行列 式 (63) 恒 等 于 辟 。 宕 的 遂 定 
理 也 是 可 以 证 明 的 ,但 我 们 这 星 不 放 朋 它 。 总 之 , 豆 数 行列 式 (68) 担 等 于 零 是 这 些 画 
数 (yp so) 之 加 有 一 个 三 数 关 和 的 必要 且 赤 分 的 条 处 D。 
作为 例子 我 全 来 兰 三 个 含有 自 变数 m, ze, 的 责 数 : 
1 二 6 十 塌 十 28; 9a 一 三 十 mo- 十 oa; 3 二 WT3 十 V3 十 aT3 o (71) 
不 难 验算 , 洗 科 之 阅 有 下 列 关系 存在 : , 
3 一 91—293=0 。 


作出 关 壮 谓 数 租 ( 久 ) 芍 酚 数 行列 式 : 1 
| 2uz， 2x9 
Dlpis Pas T3) 1 1 
了 (ct va, Ta) 了 
| 他 十 oo oa 向 十 扩 


车 者 自己 可 以 证 则 这 个 行列 式 得 等 于 零 。 和 
19， 隐 画 数 ”在 第 一 驹 我 们 稼 汉 证 明 关于 出 一 个 和 确定 的 隐 六 数 的 在 在 定理 
红 ,1593。 现 在 我 们 把 这 个 定理 推广 到 方程 租 的 情形 。 先 把 上 述 已 犯 证 过 的 定 殖 哆 述 
训 下 : 设 2 一 mg 一 % 是 方程 
E(w, Y=0 + (72) 
的 解 而 且 屋 (ze 切 与 它 的 一 阶 假 微 商 在 =zo, g 一 加 以 及 在 所 有 充分 表 近 这 点 的 值 
2 4 是 示 续 的 ,最 后 ,假设 篇 微 商 友 (z， 切 在 2 一 zo 一 加 不 符 于 稚 。 刚 方程 (72) 对 
于 充分 朋 近 2o 的 值 2 确定 一 个 星 一 的 羡 数 y(z) ,党 是 连结 的 ,具有 微 商 , 而 且 满足 条 
件 y(eo) 一 如。 如 我 们 加 到 过 的 , 完全 一 痒 地 可 以 证 明 * 一 个 具有 有 解 “ 一 加 ,yy 一 %0， 
4 一 20 的 方程 
本 (zy 2 2) =0, 
在 函数 卫 (w, y， 2) 乌有 玉 它 的 一 阶 香 微 商 在 上 还 .的 值 的 邻 域 为 连结 而 且 (zy Vo， 
?0) 半 0 的 条 件 下 ， 确定 一 个 叭 一 的 函数 #(z2, 9 ， 它 在 z 一 20, 9 一 加 的 邻 域 连 流 , 具有 
对 Y 及 4 的 俩 微 商 而 且 满 足 条 件 *(zo, 加 ) 一 2o.e 现在 来 考察 两 个 方程 的 组 
Pl, Y, 的 一 0 y(T, y, 2)=00 (78) 
盆 识 这 方程 料 有 和 解 x L 有 和 解 2 二， 21 二 No， 2 二 20 二 20; 图 数 p(z， Ys 2), 3 Ys 2 以及 汤 的 嫩 世 的 人 
做 现 不 上 议 亿 的 名 域内 逐 续 ， 而 旺旺 数 生 列 式 


a , 
DT 人 lay oy| Wo By -= 


中 ” 注 志 ,我 们 对 于 方程 粗 (70) 的 讨 葵 是 形式 的 。 严 格 襄 来 ,并 不 是 一 个 诈 明 o 
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的 丽 数 想 XG0。2 (的 》 老 侈 尖 模 , 县 有 一 防 伍 商 而且 满足 条 体 2 一 黄 L2 人 一 人 
因为 均 达 式 (7 在 一 ao 一， “一 不 等 子 等, 则 在 就 与 站 巾 亚 少 有 一 个 - 

不 等 于 等。 譬如 跌 , 候 呐 . 弛 在 变数 取 上 还 什 时 未 等 于 等 。 按 照 上 壕 定 得 ，(78) 中 第 
二 个 方程 唯一 地 确定 一 个 画 数 zz 四。 把 这 个 画 数 代入 方程 组 申 第 一 个 方程 中 ,得 
到 一 个 两 个 变数 “与 y 的 丙 数 : 

Px, Y3.2(%, 3] 一 0o (75) 
为 了 姥 明 水 定理 , 我 们 只 需 证 明 , 方程 (75) 的 左 漳 对 9 的 全 微 商 在 x 一 wos g 一 加 不 等 
于 等 。 这 个 介 徽 滑雪 成 


Op 9 Op bg 
(型 六 By 0 076) 
其 中 (3 ) 为 而 数 pz y， 及 对 y 的 全 微 商 。 西数 (2, 功 是 (73) 中 第 二 个 方程 的 阴 ， 


所 以 下 式 


YEzy y, stzy 2 一 0 
是 一 个 恒等式 。 四 
出 这 个 恒等式 对 Wi 
‘ 人 + 部 和 《77) 


在 (76) 的 两 如 条 久 下 上 ,在 钼 等 式 Cr 的 两 烛台 让 2 gp ,类 后 丰 如 , 烃 过 利 等 实 换 之 后 ， 
于 是 我 们 得 到 


芝 . (名)- 5 Ba 
当 20; 9 一 训 时 ; 通 数 zw 仿 的 对 为 zo, 而 且 当 亚 数 到 上 壕 值 时 ， 比 与 (7 信者 不 
侍 于 和 ,因而 (32 ) 也 不 等 于 过 。 所 以 ,方程 (7 确定 一 个 唯一 的 本 数 y(2)。 把 它 代入 
zz 切 ， 了 是 得 到 作为 了 的 画 效 看 的 5。 这 个 放 明 不 仅 对 于 一 个 自 亚 数 2 是 且 对 于 
风 个 自 变数 仍然 有 数 。 
头 于 作画 数 的 普通 定 吏 趾 ; 假 珊 由 全 个 方程 作成 的 组 : : 

丙 (ab “9 ins Ys 1 Yn) = 03 0 

惟一 全 经 


pe 
人 or G9》 


假 敲 了 1 定 信 (79) 的 今 域 内 四 于 由 国 数 而 县 县 有 禄 的 丙 模 弹 疯 .1 而 且 堪 后 假设 疯 
效 各 列 吉 
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2 OF ..., OF 

en? ya ?Byn 

BR 2 ， 8 

DlP1s 0) _| Br: se 


od ed Oy Oy “8 30 
Dag | en 9 


Bg n oF, ed 3 区 


250， 
大 什 (797 不仁 于 千 。 于是; 当 他 让 从 表 近 2 四 时 ,为 穆 组 (78) 确定 唯一 履 加 数 息 
罗 (ers 它们 各 被 ,具有 有 一 阶 贫 商 而 且 消 足 儿 件 多 ，… 人) 一。 
我 个 求 就 明 这 个 定 至。 公设 这 定 吾 对 于 CD 个 方程 的 租 成 立 ( 当 7 一 1 和 2 时 ， 
它 确 实 威 立 ), 我 们 来 证 明 它 对 于 个 方程 的 粗 也 成 立 。 把 行列 式 (80) 按 第 一 行 泡 综 
展开 ,部 可 推 知 , 在 这 些 元 素 的 代数 余子 式 中 至 少 有 一 个 在 值 (79j 不 等 王 雳 ,因为 行列 
式 本 身 在 条 (79) 按 假 涡 不 等 子 雳 。 只 机 适当 改换 枉 数 的 号 码 ， 现 我 们 可 以 认为 元 未 
nl 的 代数 余子 趟 不 等 于 叭 。 这 个 代数 余子 式 是 责 禾 Fa，…， Fr 册子 变数 地，… 
的 信行 区 。 按照 上 面 的 假 崇 ,方程 ” 、 绝 
Falm1, ns Dy Yr) =O0) oes Bn (Vl sy Ty YE ey Yn) =0 (81) 
唯一 地 确定 画 数 粗 : 


Yo= Poise Vin YS Vn Pn (Ky Km I) o (82) 
招 这 些 本 数 代 类 (78) 中 的 第 一 个 方程 ,得 到 方程 
Ta es Tay 29) 一 0) C88) 


也 此 好 可 决定 幼 。 现 在 需要 证 明 的 只 是 , 这 个 方程 的 左 映 对 于 和 妇 的 低微 疯 相 值 (79) 
不 等 子 雳 。 这 个 微 商 走 成 


Fi\_ am ， & BF Ops 
(rn C84) 


拒 品 数 (83) 代 入 (81) Wihahsstd 对 1 求 微 商 , 妇 得 下 列 恒等式 : 
OF OF 09s 
Bp Gy 
用 4 42。，…， An 俯 次 由 行列 式 (80) 的 第 一 列 元 类 的 代数 余子 式 。 将 (84) 滋 以 4 
(85) 乘 以 41, 然后 从 前 省 汪汪 的 村 全 全 这 样 我 介 得 到 等 式 : 


和 你)" 训 各 和 4+ 高 内 织 | 操 。 
在 右 端 的 第 一 个 和 部 行列 式 (80) ,为 驴 便 起 见 我 甸 用 了 类 慌 宅 , 而 第 二 部 分 括 弧 中 对 
! 所 作 的 和 数 却 基 D 中 不 是 第 一 列 的 任何 其 他 一 烈 元素 与 第 一 烈 相 当 元 瑟 的 代数 余 
子 式 的 形 积 的 和 ， 而 此 和 为 雳 。 此 时 必须 注意 ,对 ws 求 微 商 朗 等 于 对 久 求 微 商 。 色 
此 ,上 面 的 等 式 变 成 


一 0 人 一 3，…; 0)o (85) 


人 织 )-2。 
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在 值 (79) 与 41 此 不 等 于 零 。 由 是 可 知 , 方程 (83) 左 端 对 芒 的 微 南 也 不 等 于 震 , 因 
而 这 个 方程 确定 站 一 的 丽 数 Ca … zm)o。 将 它 代入 殉 数 (82) , 最 后 朗 得 到 需要 的 
水果 。 
关于 隆 画 数 的 定理 的 一 个 特殊 情形 是 关子 西数 起 的 反 注 的 定理 。 设 有 有 方 各 
yr falmy sn) hl, 2 A)o (860) 
假 训 覃 数 太 以及 屁 的 一 阶 候 微 商 在 值 zz 一 2 一 1 2， 2 加 的 领域 速 演 而 且 对 于 
这 些 信 向 数 行列 式 . 
强 汐 
不 等 于 老 。 江 是 ,方程 (86) 唯一 地 确定 一 粗 硅 什 v 四 二 f(x 加 -#0) 的 邻 城 作为 
仿生 的 加 数 膨 的 Ze (yr，… ,Yn) ， 丽 且 这 些 可 数 回 贺 ,具有 一 阶 伐 商 ,并 适 会 条件 
人 (v0 Pe » 9 = 。 
为 了 证 明 这 个 定 理 , 只 需 考 虑 方程 
一 oO R=1, 2，…， N)o 
并 且 应 用 关于 路 函数 的 定理 ,不 过 在 现在 的 情形 下 的 欢 有 如 在 那里 的 多 的 作用 。 
如 果 fk 为 变数 zx 的 米 性 齐 次 醒 数 ,上 则 方程 粗 (86) 攻 形式 
YE Akim1 Tat2t AnTn o 
行列 式 (87) 在 现在 的 情形 化 为 洒 数 ik 的 行列 式 |aix1， 克 兰 姆 定理 输出 这 方程 有 唯一 
解 的 可 能 性 。 
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20， 三 厅 宏 则 中 的 化 标 变 换 。 如 下 类 型 的 变换 时 做 %Y 个 变数 
的 简 性 变换 : 
01 = 0101+ G12d3+ 二 Cnn 
st 01) 
0 = Wdn Tt Onerat :+ Gndn o 
这 个 变换 可 以 解释 为 从 %% 杂 空间 的 某 一 矢量 (Ci ta，…, %) 
汉 另 一 个 矢量 (, 0 2) 的 转换 。 双 可 以 把 (oa， va py， 0 
看 作 刀 准 空 间 中 点 的 坐标 , 那么 变换 ( 工 ) 就 是 从 一 点 到 另 一 点 的 
还 可 以 对 (1 ) 作 另外 的 解释 , 就 是 :把 (2 0， 02) 和 (0 
避 ，…， 迪 ) 看 作 同 一 矢量 的 分 量 ( 同 一 点 的 坐标 ) ,而 坐标 轴 的 选择 
不 同 。 这 样 ; 公式 (1) 就 给 出 了 在 由 一 个 坐标 系 到 另 一 个 坐标 对 
的 转换 中 分 量 ( 坐 标 ) 变 换 的 公式 。 忆 前 我 们 已 经 不 止 一 次 地 过 到 
过 对 于 % 二 2 和 n==3 的 形式 为 (1 ) 的 式 子 。 
在 这 一 章 的 第 一 部 分 将 对 于 形式 为 (1 ) 的 钱 性 变换 进行 详尽 
的 研究 。 为 了 清楚 起 见 ,我 们 先 计 座 实 的 三 杂 空 间 , 然 后 再 进入 一 
般 的 % 杂 空间 和 复 分 量 的 情形 。 在 三 杂 空 间 的 情形 中 我 们 从 一 个 
最 简单 的 情形 的 讨论 开始 , 就 是 变换 (1 ) 对 应 于 从 一 套 下 和 角 坐 标 
得 到 另 ~~ 套 直角 坐标 轴 的 转换 的 情形 。 以 坐标 原点 作 起 点 画 矢 
. 其 ,显然 ,我 们 可 以 把 (wi wa, vs) 看 作 是 矢 基 的 分 量 或 省 是 它 的 终 
点 的 坐标 。 
一 r97g5》 
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从 解析 几何 中 知道 ,直角 坐标 变换 的 公式 具有 如 下 的 形式 : 
Wi = Gut1 Giada iata, 
V2 = 2101 -| asa + Gnav, | 
地 一 03101 十 Gas03 十 Gs30a) 


这 里 ww 是 新 坐标 轴 和 出 坐标 轴 夹 角 的 余 落 ， 泡 们 由 下 面 的 者 确 


冠 :， 
be | X 


是 | 
Q12 | 


(2) 


的 攻 QI1 


(8) 


上 
下 2 Ga3 


一 一 一 一 一 下 一 
1 
Na | Cas | sa | C83 


我 们 知道 ,在 这 个 情形 下 系数 的 表 ( 8 ) 有 以 下 这 样 的 性 质 ,每 
一 行 和 每 一 列 元 素 的 证 为 和 等 于 1 而 且 两 个 不 同 mi 的 列 
相当 元 素 的 积 的 和 等 于 雳 。 行 烈 式 ， 、 1 

arw| 
的 值 显然 是 等 于 [5] ~ 个 长 方 体 的 体积 , 区 的 楼 的 方向 是 沿 着 新 

的 坐标 加 而 长 记 为 1; 这 就 是 属 , 假 如 这 调 个 坐标 系 的 转向 是 一 至 
的 , 这 个 行列 式 的 得 等 于 工 ; 假如 转向 相反 , 宅 等 于 二 1 。 裘 示 从 
(m1, Wa, 23) Hv, 2a, te) 的 逆转 换 的 变换 显然 是 
V1 = 1 + Ga102|- as, : 
Ia 一 0339 二 gaaa 十 Casao， . (21) 
Ws = G1901 十 G5308 十 Ga308 o 

换 句 话说 ,把 ( 立 ) 的 系数 才 中 行 和 列 简 单 的 对 换 一 下 ,就 得 汉 
了 与 (2 ) 相 复 的 变换 。 这 个 逢 变 换 的 行列 式 显然 就 等 于 谈 换 (2 ) 
的 行 烈 式 。 

现在 我 们 来 证 明 , 假 如 变换 (2 ) 满 足 一 个 条 件 的 话 , 沸 就 可 以 


Qa1 | 953 
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推 旧 它 的 系数 的 上 沪 性 质 , 而 这 条 件 是 从 这 关 题 的 几何 实质 三 接 
得 到 的 , 也 就 是 一 一 我 们 提出 下 面 这 个 圈 题 : 找 出 所 有 的 形式 为 
(2) 的 实 变换 ,使 得 : a i: 
9 十 2 十 人 2? 一 好 十 的 十 雹 。 (4) 
问题 的 这 种 提 法 使 我 们 有 可 能 把 上 桓 所 考 卡 的 变换 推广 到 任 
何 纵 空间 的 情形 中 去 。 现在 来 证 明 , 这 莉 闻 题记 要 求 的 变换 和 我 
们 -上面 所 考 上 处 的 变换 是 一 样 的 , 这 就 是 说 , 我 何 要 来 证 明 , 条 件 
(4) 可 以 化 成 上 面 所 说 的 系数 ws 之 加 的 关系 。 把 表述 式 (2 ) 代 
入 (4 和) 的 左边 ,去 括号 让 斑 方 项 的 系数 等 于 1, 不 同 变 数 的 积 的 和 柔 
数 等 于 需 , 我 们 正好 得 到 大 个 关系 式 : 
mani ondat Aada— On (b, l=1, 2; 8)， (5) 


其 中 
6u=0 当头 l， 丽 Sry 二 4》 (6) 
这 就 是 鹃 ,每 一 列 元 素 的 焉 方 和 等 于 工 , 不 同 的 列 的 相当 元 尝 情 积 
的 和 纤 于 震 。 这 些 条 件 通 常 肝 做 关于 向 的 正 交 条 倍 。 从 这 里 一 下 
子 就 得 到 ,每 一 列 的 元 素 是 某 一 个 方向 的 方向 余弦 ,并 且 对 应 于 不 
同 的 列 的 为 向 是 互 粗 正 交 的 。 从 这 里 可 以 区 楼 推出 , 在 这 情形 下 
的 变换 (2) 和 上 面 所 考虑 的 变换 是 一 样 的 , 并 且 正 交 性 这 个 性 质 
不 但 对 于 列 成 立 , 对 于 行 也 成 立 。 
公式 (2 ) 也 可 以 不 解释 成 在 不 变 空间 中 坐标 的 变换 , 而 看 成 
在 一 个 不 变 坐 狐 系 下 空间 的 变换 。 首 先 我 们 上 乃 害 赤 换 的 行 烈 式 等 
于 -FI, 这 就 是 说 , 两 个 坐标 系 有 相同 的 转向 。 这 样 , 我 们 可 以 让 
突 闻 作为 一 个 刚 硬 的 整体 带 着 坐标 轴 (Xi， 卫 ，XX4) 一 齐 米 原 虚 
转动 , 使 得 这 些 坐 标 轴 和 坐标 轴 ( 了 3i,， 下, 卫 s) 重合， 至 于 坐标 轴 
Ca， 屋 z 和 3) 在 转动 的 过 程 中 我 们 看 作 不 动 的 ; 蔡 且 对 于 它 来 取 
每 一 点 在 转动 前 以 及 转动 后 的 坐标 。 假 如 某 一 点 收 在 转动 前 的 
坐标 是 to oa， zs), 在 转动 之 后 它 占 了 一 个 新 的 位 置 31， 坐标 为 


而 生活 动 之 后 (Xi, 于 2，, 下 3) 和 (下 1， 卫 a， 和 s) 是 重合 了 ， 所 以 点 
XY' 对 于 坐标 辆 (及 1，2， 于 a) 的 坐标 《04， 22， 3) 就 等 于 点 到 在 
转动 前 对 于 坐标 轴 (X4, 了 4; 及 4) 的 坐标 。 因 此 我 们 看 出 , 在 行列 
式 为 +1 的 情形 下 , 公式 (2) 凄 示 因 空间 实行 转动 的 结果 任何 一 
点 化 村 的 变换 。 - - 

现在 我 们 假定 , 行列 式 ee 等 于 一 1。 代 赫 变 换 ( 2 ) 我 们 来 
看 下 面 这 个 变换 

过 一 一 Gda01 一 afaXa 一 0tagas (= 二 ， 2，83) 。、 
它 的 系数 仍然 有 性 质 (5 ) ,不 过 系数 的 行列 式 等 于 + 了 ,这 就 是 
证 这 个 变换 相当 于 空间 嫉 原 点 的 一 个 转动 。 为 了 得 到 爸 标 (ol， 
已 ， 2)， 我 们 必须 再 做 一 个 变换 : 
全 一 一 Wf; 击 一 一 0 03 二 一 0 

而 这 样 一 个 所 有 的 坐标 符号 的 改变 是 一 个 对 于 原点 的 对 称 变换 。 
于 是 ,在 行列 式 为 一 1 的 情形 ,变换 ( 2) 是 相当 于 空间 税 原 点 的 一 
个 脏 动 再 继 之 以 一 个 对 于 原点 的 对 称 变换 。 i 

在 上 面 我 们 看 到 , 九 个 系数 .ar 要 适合 六 个 关系 (5)。 因 之 ， 
宅 们 应 当 可 以 由 三 个 独立 的 参数 表示 出 来 。 对 于 空 阐 黎 原点 转 荔 

的 情形 我 们 来 举 一 种 进 


择 参 数 的 方法 。 
我 们 引进 两 个 坐标 


系 : 一 个 是 .1, 玉 2, 六 4， 
它 是 不 动 的 ; 对 于 世 个 
取 所 有 的 化 标 , 男 一 个 
是 于 1， 六 a, 革 ，- 密 是 
和 转动 的 空间 固定 地 连 
图 4 | 在 一 起 的。 为 了 要 确定 
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转动 ,我 们 必须 确立 三 个 参数 ,它们 规定 第 二 个 坐标 系 对 于 第 一 个 
华 标 系 的 位 置 。 设 ON (图 1) 是 平面 了 :0X 和 平面 了 :0X 的 
交 线 。 在 这 条 直 糕 上 取 一 个 一 定 的 方向 , 府 4 是 角 XION, 它 是 
由 0 了 1 算 起 的 。 再 引进 角 8= 和 90 瑟 。 和 y 一 NOX: 。 这 三 个 角 
完全 表现 了 第 一 个 坐标 系 对 于 第 一 个 坐标 条 的 位 置 ,这 就 是 说 , 完 
全 表现 了 所 施行 的 转动 。 我 们 用 符号 {a, 68, ?} 来 表示 它 。 由 .上 
面 直 接 可 以 知 道 , 我 们 的 运动 是 过 和 绫 施行 的 三 个 泛 动 的 结果 : (二 ) 
线 籼 XZ4 转角 庶 a; ( 2 ) 嫉 轴 耻 ! 的 务 的 位 喷 惑 角度 6; (3 ) 敌 新 
的 刷子 s 转角 度 7。 这 三 个 角 通 常 时 做 尤 拉 角 。 我 们 指出 ,对 于 这 
三 个 角 我 们 可 以 写 出 它们 的 变化 区 间 
” 9<a<2r; 0S86<m;i 0<y<2r 。 
和 如果 8= 0, 闭 么 运动 {a, 8, ?7} 就 变 成 了 简单 地 缮 高 Ys 转角 度 
a 士 7， 在 这 个 意义 下 对 任意 的 8 我 们 有 : 
{a, 0, 7} = {a+$, 0, 7—6}。 

这 个 情况 指出 了 在 某 些 情 形 下 对 应 于 空 因 线 原点 的 转动 的 参 
数 fw, B, yj 不 是 唯一 的 。 同 一 个 运动 可 以 对 应 于 不 同 的 次 数值 。 
不 难得 出 把 系数 au 表 成 角 a, B, y 的 三 角 画 数 的 公式 [参看 621。 
在 以 下 我 们 还 要 有 其 他 的 参数 的 选择 法 来 玫 现 空间 线 原 点 的 转 
动 ,并 且 还 会 谈 到 尤 拉 角 。 

21， 实 三 维 空 闻 的 一 般 绕 性 变换 “现在 我 们 来 讨 哈 形式 为 
(2 ) 的 带 有 任意 柔 数 的 实 的 厂 性 交换 , 不 过 我 们 始 烙 假定 变换 的 、 
行列 式 不 等 于 雾 。 

jaw| #0。 ; 《7) 

在 这 个 情形 下 变换 通常 吓 做 正规 变换 。 假 如 它 不 满 是 条 件 
(5 ) 的 话 , 它 是 相当 于 一 个 空间 的 变形 红 I,113]。 我 们 要 注意 , 变 
换 (2 ) 购 系数 所 成 的 表 是 可 以 作为 变换 的 特征 的 , 它 完 至 规定 了 
从 任意 一 个 分 量 为 (v1 way 2) 的 矢量 到 一 个 新 的 分 量 为 (中 ,好 ,24) 
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的 关 基 的 转换 的 法 阳 。 这 样 一 个 系数 夫 我 们 用 一 个 字 坪 来 代 类 
S11y 13; 013 
Qa1y Qosay Ca23 
Cal，.433 Vas 
和 以前 一 样 ,我 们 在 这 个 表 的 两 边 画 上 双 栈 ,以 区 别 于 行列 式 。 宅 
又 时 做 一 个 短 障 。 表 (8 ) 的 行列 式 我 们 用 D(C4) 来 表示 。 这 是 一 
个 确定 的 数目 。 变 换 (.2 Ry 的 形式 : 

=Ax, : (9) 
这 里 ww' 是 分 量 为 (好 ， 人 好， i 多 是 分 量 为 (oa aa， 8) 
的 一 个 大量 。 


使 每 个 矢 县 保持 不 变 的 变换 对 做 王 等 变换。 和 它 相 当 的 玫 是 


《8) 


1 0 ol \ - 
0 1 .0|, “(10) 
0 0 1 | 


区 个 通常 时 做 单位 硼 , 或 者 单位 短 际 , 以 符号 了 来 代表 。 

由 于 DD( 人 4) 0, 我 们 可 以 从 方程 (2 ) 解 出 (or mo oo)， 而 得 
到 公式 : 
a 


ls gy 坊 十 她 十 


a #5 5 有 i 
Ais (和 Re 3 hs 4sa ' 
oa 一 D0 十 A 名 (的 .1D 
> 
08 一 J; 人 十 sy” 7 Vas 


这 里 4w 是 在 行列 式 DL(4) 审 元 wz 的 代数 余子 式 。 这 个 线性 
变换 通常 时 做 (2 ) 的 和 族 变 换 y 如 果 变 换 (2 ) 的 矩阵 是 用 4 来 故 
示 , 闭 么 次 换 (d) 的 矩 障 就 用 4 来 表示 。 现在 我 们 引 太 关于 两 
个 变换 的 乘积 或 者 两 个 短 阵 的 琴 积 的 概念 , 这 对 于 以 后 的 讨 窒 是 
很 重要 的 。 假 定 我 们 有 两 个 线性 变换 ,一 个 从 (za wa, 2) 济 (01， 
这 ， 的 ) : sr 
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2 


或 者 WY'= 


b> 
B 


(12) 


一 Call -二 CaaVa 十 Gas0s 
坊 一 0al01 十 Gaa0a 十 Cs3308 
男 一 个 从 (81, tw2, 09) 到 (21, 222, 083): 
v1 = bum bia t biavs 
V2 一 Da 十 022X2 十 b2av3 或 者 2 一 Bo 。 (18) 
ws = Da1w1} Daats -| basre 


人 一 人 101 十 | 


先 队 (w1, oa ws) 到 (号 中， 苹 再 从 (由 鸭 ， 的 ) 到 (4, 二， 网) 

这 粮 的 相继 转 澳 可 以 由 一 个 倡 接 从 (1 oa ca) 到 (他 02, 只 ) 的 转 
换 来 代 杰 , 屁 仍 旧 是 一 个 线性 变换 

碰 一 Cl01 十 cka0a 士 Cra0s (b=1, 2, 38)。 (14) 

后 面 这 个 线性 变换 中 做 变换 (12) 和 (13) 的 乘积 , 这 里 此 出 两 

个 变换 施行 的 次 序 是 极为 重要 的 , 把 表达 式 (12) 代入 公式 (18) 的 

右边 , 我 们 就 得 到 公式 (14) 。 由 此 立即 得 到 用 相 乘 的 变换 的 卖 的 ， 

元 素来 表示 这 两 个 变换 的 乘积 的 表 的 元 素 0 的 天 达 式 : 


cm= hua b=1, 2, 3)。 (15) 
变换 (14) 通 常用 下 面 的 方式 来 写 : 
/一 B4w。 . (16) 


元 素 为 ox 的 符 阵 0, 其 中 cm 是 根据 公式 d5) 得 到 的 ,时 做 甜 
阵 4 和 B 的 乘积 ,并 且 写 成 下 面 的 形式 : 
C=B4, (17) 
兢 就 交换 施行 的 次 序 来 说 , 这 里 必须 把 乘积 看 成 是 从 右 到 左 。 注 
意 一 下 关 士 行列 式 相 苹 的 定理 和 公式 (15) , 我 们 对 于 变换 的 行列 
式 就 可 以 写 出 一 个 天 显 的 等 式 : 
D(O) =D(B) D(A), (18) 
这 就 是 说 , 变换 敢 秦 积 的 行列 式 等 于 这 两 个 变换 行列 : 式 的 汉 积 。 不 
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难 赴 明 下 芹 的 关系 ,这 关 条 具有 简单 的 几何 意义 ， 
44-1=4-14= 了 。 (19) 
此 外 我 们 还 要 注意 ,- 从 求 逆 变 摘 的 手 炉 我们 知道 4-+ 的 送 变 
换 就 是 变换 4。 因为 对 于 尺 来 解 方 程 租 (11) 我 们 显然 仍旧 得 到 
公式 (42 )。 这 件 事实 可 以 写成 下 面 的 形式 ; 
(Da=-4。 C0) 
变换 乘积 的 概念 可 以 推广 到 任意 多 个 因子 的 情形 ,这 就 是 : 相 
继 施 行 短 阵 为 4,B 和 0C 的 变换 的 和 结果 是 一 个 和 矩 陈 为 也 的 新 变换 : 
. D=0BA, | (21) 
如 果 甜 障 4, B 和 0 的 元 来 是 
at Dz 和 oo 
那么 它们 的 乘积 和 矩阵 D 的 元 素 可 根据 下 面 的 公式 来 决定 : 
六 2 GiabapQpy i (22) 
事实 上 ,根据 (15) 对 于 短 革 如 一 84 的 元 未 我 们 有 到 式 
Bik 一 冯 DepCpz 
以 及 对 于 甜 陈 CB 我 们 有 公式 
ax 一 3 CrgCany 
这 正好 就 是 公式 (22) 。 在 以 后 我 们 常常 用 符号 
| {A}m 
来 代表 答 阵 4 的 元 素 。 
一 般 姐 来, 短 陈 的 乘积 不 服从 交换 律 , 这 就 是 说 , 它 随 着 因子 
的 交换 而 改变 ,也 就 是 说 ,一 般 地 4B8:#B4, 但 是 ,不 难看 出 , 它 服 
从 结合 律 , 这 就 是 说 , 因子 能 人 够 归并 成 组 : 
CCB4) = (0B) A, (28) 
在 左 这 , 我 们 是 把 短 陈 4 用 8 续 , 然后 把 所 得 的 结果 羔 以 短 
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阵 C。 在 右边 , 我 们 是 首先 把 短 阵 了 3 用 C 乘 , 然后 再 把 答 陈 4 
刚才 躲 得 的 结果 来 琵 。 不 难看 出 ， a pe 
浏 的 答 障 的 元 来 都 是 用 公式 (22) 表示 。 事实 上 , 对 于 左边 在 上 面 
已 释 赴 明了。 至 于 右边 , 连 种 做 上 面 所 说 的 柔 法 ,我 们 就 有 : 


{0B} w= D {CatB}o 


和 {(08)4}a- 认 108}w{4)m= 访 


p, 


这 个 显然 就 是 用 新 符号 所 雪 示 的 (22) 。 
我 们 再 来 指出 线性 变换 的 一 种 重要 的 类 型 ,也 就 是 水 考虑 变 


{Cw {B} gp {A}py [J 


1 


换 
Mi=biv; V2=hara; A=hars, (24) 
它们 就 是 沿 着 坐标 轴 的 伸 长 ,并且 系数 如 ,ho,%s 就 麦 示 这 个 伸 长 
(或 者 往 短 ) 的 数 秆 。 这 种 变换 的 答 潮 显然 有 下 面 的 形式 : 
hi, 0, 0 
0， ba 0 
0, 0, ks 
这 就 是 谣 , 所 有 在 主 对 角 禾 以 外 的 元 素 全 是 等 。 这 种 矩阵 叫做 对 
角 短 陈 ， 我 们 用 符号 


[bi, ka, bs] 
沼 代 表 宅 。 
特别 地 ， 如果 这 些 数 自 公 相同 ,也 就 是 说 , hi 一 6 一 ba 一 7, 壮 
么 这 个 变换 就 是 把 矢量 的 全部 分 量 用 同一 个 数 去 冬 , 显 然 ,这 就 
是 中 心 为 坐标 原点 的 相似 变换 。 每 个 矢量 不 改变 方向 《我 个 假定 
%0) , 只 是 长 度 改 变 , 并 且 它 的 长 度 是 乘 上 上 & 倍 。 这 样 一 个 变换 
我 们 简单 地 表示 成 : 
0 一 11， 


这 就 是 说 ,把 数 & 看 成 是 短 阵 的 一 个 特殊 情形 ,就 是 主 对 角 线 上 有 


84 次 


稚 
汉 
党 
炮 
识 


相同 元 素 大 的 对 角 敌 阵 


的 


。 (25) 


0， 0, ~ 己 
刹 用 (15) 不 难看 出 ,这 样 答 陈 的 习 积 就 变 咸 于 常数 的 相生, 这 就 是 
淮 : 
[1 [7 下 一 [和 Kl, Kl, 
一 般 地 也 很 容易 了 栈 算 ,对 于 对 角 算 陈 , 简 单 的 乘法 规则 成 立 
[bi1, ks, ksl [li, Ua, Ls] = [bls, Fala, bals], (26) 
这 就 是 说 ,两 个 沿 着 坐标 轴 的 伸 长 是 相当 于 一 个 但 长 , 它 的 系数 等 
于 那 两 个 伸 长 的 相当 了 系数 的 王 积 。 从 公式 (26) 顺便 可 以 知道 , 两 
个 对 角 和 矩 障 的 和 夷 积 不 因 因子 次 序 互 换 而 改变 。 利 用 以 对 角 乞 陈 
(25) 来 表示 数 以 及 公式 (15) ,不 难看 晶 , 线 积 84 就 是 答 陈 4 的 所 
有 的 元 素 用 数 4 来 乘 。 这 个 乘积 与 因子 的 次 序 无 关 , 这 就 是 说 
| {hA}mw— {Ab}m—b{A}n (27) 
以 上 我 们 把 基本 的 烤 性 变换 (2 ) 看 作 突 间 的 变形 , 它 把 分 量 
为 (wi, oay bs) 的 矢量 变 到 一 个 分 以 为 (24, %2, 28) 的 新 矢量 。 当 
然 , 如 我 们 前 面 已 经 指出 的 ， 也 可 以 把 这 个 变换 解释 为 点 的 变换 ， 
它 把 坐标 为 (81, za ze) 的 点 变 到 华 标 为 (V1, 各， 009) 的 点 。-。 
在 定义 矢量 的 分 其 时 我 们 可 以 用 任意 的 坐标 有 条, 摸 名 话说 ,可 
以 用 任意 的 基本 单位 矢量 ,这 就 是 说 ,我 们 可 以 取 和 任意 三 个 不 共 面 
的 矢量 它 思 天 作为 基础 矢量 (作为 基本 单位 矢量 ) , 这 时 候 我 们 知 
道 , 对 于 任何 一 个 矢量 都 有 一 个 唯一 的 表示 上 了 102] : 
多 一 28 二 Oo 十 ZaR (28) 
数 ci, wa vs 就 嘎 做 矢量 2 在 所 取 的 坐标 系 中 的 分 量 , 这 个 符 
标 系 是 由 基本 单位 矢量 i, 了 ,万 决定 的 。 现 在 我 们 的 问题 是 研究 
攻 本 单位 矢量 的 不 同 的 选择 六 寺 于 线性 变换 的 形式 的 影响 。. 


第 二 章 ” 亲 性 变换 和 二 次 型 85 


严格 一 些 说 就 是 ,假如 在 由 基本 单位 矢量 i, 7, 决定 的 坐标 
系 中 某 一 个 钱 性 变换 有 (12) 的 形式 , 那么 在 另外 一 个 由 基本 单位 
矢量 石 , 广 , hes 决定 的 坐标 系 中 ,这 个 同一 个 绪 性 变换 将 是 什么 样 
子 ? 假定 新 的 基本 单位 矢量 是 由 下 面 的 公式 用 有 旧 的 表示 : 
= tit tag + tsk ， 
Fi1= tti-t i122f + laak , (29) 
Ki= torit tsaf +tssk 。 
这 里 要 注意 ,由 系数 ti 钥 成 的 行列 式 一 定 不 为 0。 和 否则 ,矢量 
六 1 Ki 就 是 线性 相关 的 , 也 就 是 说 是 共 面 的 。 在 新 的 坐标 系 中 
由 公式 (28) 确定 的 矢量 就 有 新 的 分 量 
yi +ys fi ysk o 
首先 , 我 们 来 建立 用 这 个 矢量 的 旧 分 量 表示 新 分 量 的 公式 。 
把 新 其 本 单位 矢量 的 炎 达 式 (29) 代 进去 ,我 们 得 到 : 
So a i thok) = mrt oa ok 
比较 i 了 ,上 的 系数 ,就 得 到 用 新 分 量 天 示 旧 分 量 的 公式 : 
Wi 1Yy1 tary talys ， 
03 一 力 201 二 ts0a 十 ta3ys ， (30) 
bs 一 四 31 十 tasys 十 妇 s%as o 
我 们 看 到 , 这 个 变换 的 表 和 变换 (29) 的 表 所 差 的 只 是 行 齐 的 
互 换 。 事 实 上 ,在 (29) 的 表 的 每 一 行 里 第 一 指标 不 变 ,而 在 (30) 的 
表 里 是 第 二 指标 不 变 。 如 果 用 了 来 代表 变换 (29) 的 天, 我 们 就 用 
2eo 来 代表 变换 (80) 的 表 , 把 区 是 做 卫 的 转 置 。 我 们 可 以 把 公式 
《380) 比较 简短 地 写成 下 面 的 形式 : 
(1, Ta, Ta) =T (gy Ya, Ys) ， (81) 
这 里 (wi, wo, vs) 是 代表 矢量 在 旧 采 中 的 三 个 分 基 ' 而 (41, Ya, Ys) 
是 在 新 系 中 的 分 量 。 反 过 来 , 用 上 的 分 量 来 表示 新 的 分 量 的 才 达 


(yi1y Ya Ys) = TET (wy Ka, ta), 
这 里 TT! 是 与 TZ 相 道 的 戈 性 变换 。 7 通常 时 做 卫 的 谤 
步 变换 。 为 了 写 起 来 简便 起 晃 我 们 用 一 个 特别 的 字 峡 来 代表 与 它 
粗 对 应 的 表 
Us (82) 
这 样 一 来 ,我 们 可 以 向 , 当 基 础 单位 矢量 根据 公式 (29) 变化 的 
时 候 , 每 个 矢量 的 分 量 构 受 一 个 表 为 的 线性 变换 , 它 由 公式 (32) 
确定 。 因 之 , 在 变换 (9) 中 出 现 的 两 个 矢量 %w(oy way vo) 和 
Ww' (由 ， 过， 巾 )， 在 基本 单位 矢量 变换 之 后 , 将 要 有 另外 的 分 量 , 窟 
个 由 下 面 的 公式 决定 : 
(Or Yas Ye) =U (v1, Va, Vs) ; } 
(yy ye, Y3) 一 To ve, oh)o 
这 样 一 来 , 我 们 的 问题 就 是 要 建立 分 量 (1, go, ys) 和 (多 ， 
急 ，; %) 之 闫 的 线性 关系 。 我 们 可 以 按照 下 面 的 办 法 把 矢量 (yi 
yz， Ya) 转换 成 矢量 (多 多 ， 的 ) : 首先 把 矢量 (41, ya, ys) 变 到 矢量 
(0 Wa, Va) ， 这 个 根据 (33) 是 用 表 本 。 然 后 从 欠 量 (ooay， 2a) 
变 到 矢量 (难过 ， 必 ) ， 这 个 用 变换 (9 ) 的 圾 , 最 后 再 用 变换 的 下 
0 把 矢量 (对 oo， 地) 变 到 矢量 (外 ,网 的) 。 最 后 我 们 就 有 下 面 这 
个 形式 的 线性 变换 ; 


(83) 


y'=UAU- gy, (84) 
这 个 变换 称 为 与 变换 (9 ) 相似 的 变换 , 艺 的 短 阵 4 一 呈 做 
4 的 相 但 和 托 便 。 . 
我 们 把 所 得 的 结果 银 述 如 下 。 如 果 公 式 488) 是 表示 矢量 的 分 
车 由 于 基础 单位 矢量 的 改变 而 引起 的 线性 交换 , 那么 所 有 的 空间 
:一 4 
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在 新 的 坐标 深 中 就 有 以 下 的 形式 : 
y'=UAU-Yy, 


22. 共 变 的 和 逆 交 的 仿 射 矢量 ”我 们 假定 ; 六 性 变换 (9 ) 是 简章 地 演示 从 一 个 入 
卡尔 坐标 系 到 另 一 个 的 再 换 , 就 是 说 , 它 的 系数 就 是 根据 类 ( 3 ) 决 定 的 方向 条 苹 。 在 
这 个 情形 下 , 刘 在 [20] 中 所 看 到 的 , 转 置 类 4 和 天 4 是 一 样 的 , 因 之 ， 逆 步 的 裘 
和 4% 二 1 就 和 基本 大 4 是 一 样 的 ,这 就 是 再 ， 

AW=Al; A)-1m 4 

如 果 考 虑 方向 和 长 度 痢 不 变 的 尔 是， 我 佣 就 可 以 断言 , 它 的 分 量 是 假 据 和 坐标 
换 一 痒 的 公式 (9 ) 求 变换 ,这 就 是 说， 

对 一 a11 好 十 al2Z2 十 al1979 


(35) 


他 一 aol 十 Go272 十 2373 » 

23 = 03171 43902 A8879 o 

因 之 我 们 可 以 庄 , 在 任 一 个 固定 的 和 卡尔 坐标 法 下 一 个 矢量 是 释 三 个 数 完 全 次 

定 , 在 从 一 个 笛 卡 尔 坐 标 采 转换 到 另 一 个 的 时 候 ， 这 三 个 数 ( 撩 量 的 分 基 ) 根 据 和 坐标 

变换 相同 的 公式 (36) 求 变换 。 现 在 我 全 假定 , 我 们 所 沽 处 的 不 仅 是 从 一 个 饭 目 尔 级 标 

采 到 另 一 个 的 转换 , 而 是 一 般 的 所 有 可 能 的 行列 式 不 为 避 的 坐标 的 矿 性 变换 我们 知 

道 , 这 就 相当 于 任意 选择 三 个 不 共 面 的 拓 县 作为 基础 单位 矢量 。 和 以 前 一 样 , 在 考 卡 

变换 (86) 的 叱 4 的 同时 , 还 要 考 卡 道 步 的 天 了 = 400-1。 在 一 般 的 情形 下 它 例 基 不 同 

的 , 因 之 在 任意 的 坐标 的 线性 变换 下 我 们 就 可 能 有 两 种 矢量 的 定义 。 第 一 , 我 们 可 以 

把 矢量 定义 为 三 个 数 ,在 从 一 个 煤 标 有 坏 换 到 另 一 个 的 时 候 ， 这 三 个 数 根据 航标 变 
换 相同 的 公式 来 变换 ,这 就 是 说 , 根 户 公 式 、 

(V1 Wh, V8) = A(LL, Xa, 人) (37) 


(36) 


而 变换 。 

这 种 矢量 我 们 叫做 闻 变 的 仿 射 关 是 ,而且 有 时 候 我 们 把 一 般 的 糖 性 变换 (36) 叫 做 
仿 射 变换 。 另 外 , 我 稍 双 可 以 如 此 定义 矢量 ,使 得 在 任 一 个 缕 性 葡 换 之 下 它 的 分 是 净 ; 
受 一 个 相应 的 遂 步 变换 ,就 是 

(m1 09, 一 到 (0 Ka, oo)o (88) 

这 种 入 县 财 做 洪 变 的 优 身 矢 晤 。 

在 两 种 情形 下 ， 只 要 有 了 一 个 和 县 在 任 一 个 全 标 采 中 的 队 量 ， 那 末 在 由 这 一 坐标 
采 首 任意 仿 射 变换 后 的 所 有 其 他 航标 系 中 ,我们 都 可 以 求 出 它 的 分 量 。 我 们 瀛 举 几 个 
这 两 币 矢 量 的 例子 。 首 先 , 这 接 空 间 两 点 的 有 向 禄 肢 显 然 是 道 变 矢量 ， 因 为 它 的 在 上 
沪 划 义 下 的 分 量 ( 它 两 个 坊 点 沟 标 之 其) 显然 是 根据 和 坐标 变换 禄 同 的 公式 梁 变 换 。 我 
科班 米 举 一 个 北 变 矢量 的 例子 。 假 定点 的 从 标 (xls ia, 23) 是 某 一 个 凑 数 1 的 画 数 并 
且 定 义 速 床 矢 量 , 宠 的 分 量 是 


” 
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把 基本 公式 (86) 对 + 微分 ,我 们 立刻 看 出 率 度 矢量 也 是 北 变 矢 莫 。 
融 在 来 举 共 变 矢 量 的 例子 。 考 虑 空间 点 的 菜 一 个 融 数 了 (21, 各, 29) ,并 在 任 一 个 
法 标 系 下 定义 一 个 矢 二 , 称 为 这 个 丙 数 的 樟 底 , 它 册 下 面 的 分 量 决定 : 
of oF 
Do 5 
根 饥 复 全 本数 求 微 商 的 法 则 及 公式 (236) ,我们 有 : 


只 -ar 让 二 am 小 十 cas 名 (s=1, 2, 3)， 

这 就 是 说 , 楷 度 在 坐标 渠 (zi my aa) 下 的 分量 根据 类 为 4) 的 洲 性 变换 装 梯 诬 在 集 ， 
标 渠 ( 攻 ， 吕 ,3) 下 的 从 量 类 示 册 来, 因 之 ,在 坐标 条 ( 忆 ， 区, 区 ) 下 的 分 量 就 根据 下 沽 
460-t= 六 的 斤 性 变换 入 在 坐标 污 (xi。 aa, oo) 下 的 分 量 尖 未 出 来 ,这 就 是 说 , 醒 数 的 梯 
度 殉 实 是 一 个 共 灾 矢量 。 

不 准 拒 公式 (87) 和 (38) 用 新 坐 际 对 旧 坐 际 凡 及 旧 举 奈 对 新 坐 祭 的 俩 化 商 米 类 杀 。。 
我 们 要 引进 一 些 在 矢量 给 中 常用 的 如 号 , 忆 们 和 以 前 的 记 呈 有些 不 同 。 对 于 闻 变 矢 坝 
的 务 量 我 俩 把 指标 写 在 上 面 , 对 于 共 变 矢量 写 在 下 面 。 按 照 这 个 规 剧 盘 你 的 指标 也 每 


在 上 而 。 
交换 (80) 的 系数 按照 下 面 的 方法 可 以 类 成 信 全 商 的 形式 : 
au= yo (89) 
进步 要 限 了 的 元 染 是 ; 


炬 障 4- ) 有 相同 的 元 来 ,这 就 是 说， 

Al)~-1= (dD (%), 
也 就 是 ,可 以 先 变 为 遂 扰 降 ,然后 再 把 行列 互 换 。 在 变 到 进 矩 陈 时 ,系数 ou 是 起 加 ， 
晴 寻 之 后 ,对 于 矩阵 7 的 元 素 我 们 就 得 到 焉 达 式 : 


ELK) 
BEI 


钥 w) 是 遂 变 矢量 在 坐标 zx 下 的 分 车, w 人 9 是 在 集 你 2's) 下 的 分 量 。 按照 定 
义 我 们 有 : 


-Tt 一 


(40) 


rt 
WH= ED we) (1, 2, 2)o (41) 
1 O02) 机 


局 样 地 对 于 兴 变 矢量 披 照 定义 可 短 : 
-站 部 Go98)。 (42) 


8 


， 
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我 们 要 注意 , 我 们 不 但 在 举 标 的 米 注 变换 时 可 以 用 这 个 确定 矢 最 的 分 最 的 公式 ， 
就 是 在 更 广 的 变换 ,一 钥 坐 标 彼 另 一 粗 用 任意 的 ,一 般 是 非 儿 性 的 画 数 由 示 时 ,也 可 以 
用 这 个 公式 。 
我 们 再 求 指出 定义 共 变 矢 基 的 另 一 个 方法 , 而 遂 变 矢量 仍 肯 定义 为 这 样 的 矢量 ， 
就 是 它 的 分 量 技 昭和 坐标 家 局 的 公式 来 变换 。 于 是 , 假 届 我 们 有 一 个 逆 变 矢量 we 和 
一 个 共 变 矢量 vs。 
做 乘积 的 和 : 
Dot uv dvso (43) 
不 难看 出 ， 如 果 we 和 vs 分别 按照 公式 (条 ) 和 (42) 来 变 的 话 , 这 个 和 基 保 持 不 变 
的 :或 如 平常 所 访 的 , 泥 是 一 个 部 县 。 
事实 上 ,利用 在 含 画 数 求 向 竣 的 法 则 我 们 立刻 就 有 ; 
Bu S[: 8 Ove) wo][ 


习 | 00 


3 Ov) 
GT) 


可 =- wD tv vg o 
， 


因此 ， i ， 我 佰 就 可 以 从 保持 惧 达 式 (43) 
不 变 这 个 要 求 求 定义 共 变 矢量 的 变化 规则 。 如 果 把 上 一 节 所 做 的 计算 尝 逐 字 地 敏 一 
通 , 我 全 就 得 出 , 在 起 达 式 (43) 不 变性 的 假定 下 , 分 最 v4 所 钵 受 的 炒 性 实 换 必须 是 分 
时 we 所 钨 受 的 变换 的 北 步 变换 。 我 们 留 答 避 者 去 证 明 , 在 征 意 的 级 标 变 换 下 (不 仅 
膛线 性 的 ) ,速度 秋 量 总 是 逆 变 矢量 ,而 画 数 的 梯 庆 总 是 共 变 矢量 。 

最 后 ， 关 于 闻 变 矢量 种 共 变 矢量 之 癌 的 盖 蜡 我 俩 指 册 一 件 事 实 , 在 上 面 它 倘 的 盖 
虹 只 是 纯 形 式 地 用 从 一 个 航标 法 到 另 一 个 坐标 系 的 问 换 公式 来 定义 的 。 假设 x 是 一 
个 输 定 了 长 度 和 方向 的 矢 最 。 在 有 了 共 本 单位 矢量 之 后 , 我 们 按 公式 (23) 作 这 个 矢 最 
的 分 最。 现在 我 们 称 这 些 分 量 为 递 变 分 最 ,并 把 公式 (38) 写 成: 

X= Dr) rk o (44) 

矢量 % 在 单位 矢量 之 二 的 直角 投影 的 大 小 再 乘 上 了 的 长 度 我 个 叫 优 z 在 记 上 的 区 
变 分 是 ,对 其 余 两 个 单位 矢量 我 们 同样 地 定义 。 这 样 一 汶 ， 对 每 一 个 单位 矢量 粗 我 们 
都 有 三 个 共 变 分 量 (t1, 42, 29)。 可 以 证 明 , 在 由 一 个 航 祭 生变 到 另 一 个 坐标 深 时 它 倍 
象 共 变 矢量 的 分 最 一 样 地 空 。 事 实 上 ,我 们 可 以 证 明 , 不 法 不 打算 在 这 里 证 明 ; 在 这 个 
情形 下 洪 达 式 


wr} rot wry 
粉 出 儿 景 长 度 的 在 方 ,因而 在 单位 矢 晤 变换 时 是 不 变 的 。 
23， 张 晶 的 意念 “现在 我 们 炒 诗 座 矢 量 概念 的 -一 个 推广 , 这 里 开始 时 只 考 感 爸 标 
的 多 性 变换 。 假 裔 在 某 一 -个 坐标 系 中 狂 出 了 九 个 数 : 
Dix (i, k=1, 2,3)o 
作 下 而 这 样子 的 直达 式 : 


590 


下 
3 


数 学 元 各 


pa bp Dw), (45) 
和 ll 
区 里 20 和 2 加 是 两 个 道 变 矢 量 的 分 量 。 大 转 淡 到 一 个 新 的 举 标 采 之 后 , 在 下 达 式 
(49) 中 我 僻 可 以 马 新 的 分 僵 人 外 各 V0 求 表示 Ww 信和 v4) 这样 一 汝 ,把 潍 达 式 (45) 
就 变 为 ; 
vn, "C46) 
因此 在 新 的 级 浆 条 中 我 们 就 有 元 于 为 Vi 的 九 个 数 的 长 。 这 样 一 个 根据 器 达 式 
(45) 的 不 变性 可 求 在 任意 上 坐标 采 中 所 定义 的 宕 时 伏 一 个 二 级 共 变 张 肌 。 同 样 地 , 取 两 
个 兴 变 矢量 人 和 vv 井 作 炭 达 式 
这 DR)altozy “ (47) 
企 某 一 个 坐标 条 中 办 由 万 个 数 的 旨 2cGz)， 我 全 根据 表达 式 (47) 不 变性 的 要 求 可 得 出 


任意 坐标 系 中 九 个 数 的 吉 。 这 就 输出 所 裔 二 级 逆 变 张 景 。 报 后 ， 取 一 个 道 变 矢量 wd 
和 一 个 共 变 矢量 录 并 作 焉 达 式 


和 间 
过 DY2 utdvr, (48) 
我 个 用 同样 的 方法 可 得 到 一 级 浊 合 张 呈 的 概念 。 
现在 我 们 求 指出 ， 在 有 了 和 坐标 的 炉 性 变换 (36) 的 系数 之 后 ， 如 何 得 出 用 一 个 张 量 
在 朋 航 标 采 中 的 分 量 求 坎 示 它 在 新 坐标 双 中 的 分 量 的 公式 。 首 先 时 只 一 航 洪 变 张 量 
的 情形 。 洲 变 矢量 在 认 盘 标 肢 忠 的 分 量 wpD 和 wk) 是 按照 未 为 4-1 的 灰 性 变换 而 牧 
洗 在 新 级 标 对 中 的 分 量 人 和 区 9 所 表示 。 以 {4-4 袁 这 个 亚 的 学 综 , 我 们 就 有 : 
wo= 官 Luo v9= 训 Lao 
代 信 表达 式 (45) 芽 决定 乘积 wbw 9) 前 的 系数 ,我 个 就 得 到 级 生 在 新 航标 当中 的 
只 与 zt 表达 式 : 
Bx dboal A nil A gro 49) 
对 平 二 艇 遂 变 强生 的 情形 ,同样 地 ,我 们 把 共 变 矢 基 的 妇 量 刀 和 vj 以 它们 的 新 分 
县 开 示 。 根 据 共 变 矢 量 的 定义 , 必 是 按照 玫 4(090-1 由 好 考 了 未, 因而 W 按照 才 dv) 由 
如下 示 , 它 是 4 的 粳 轩 ,vi 也 一 样 ,这 就 是 设 
| {A}rrky wu 六 fo 
代入 奏 达 式 (47) , 即 得 二 般 逆 变 张 是 分 最 变换 的 公式 : 
y= Yom {A (50) 
， 相 同 地 ,对 于 二 级 混合 张 量 的 耸 量 我 们 有 下 面 的 变换 公式 : 和 
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0- BD PL Dut alae & 
pd. 
如 果 我 们 用 人 复 微 商 
Bw i) Do 
3] “Bx EY 


玉 走 示弱 性 变换 的 又 数 共 把 它们 代 大 以上 的 公式 中 去 , 我 们 就 得 到 在 任意 的 坐标 变换 
下 二 航 张 量 的 变换 公式 。 完 全 类 做 地 可 以 定义 高 于 二 人 级 的 张 量 的 概念 , 不 过 我 们 不 打 


算 在 这 里 讨 钥 。 
以 前 我 们 一 直 在 讨 认 在 某 一 个 坐标 采 下 下 示 三 灯 空 间 的 粮 性 诡 换 的 起 。 假 识 这 
个 表 是 
+ * B&B, 
芥 且 假定 我 销 按 公式 


(yi, Yes Ya) 一 4 va, to) 
作 了 一 个 盘 标 的 优 射 严 换 , 这 里 4 是 一 个 行列 式 不 为 0 的 表 。 以 前 已 色 汪 明 过 ,在 新 
的 坐标 有 中 我 们 的 空间 交换 的 址 是 
ABA-1, 

不 难 在册 ; 这 样 一 个 类 的 变换 和 上 面 所 器 的 一 级 混 合 强 量 的 变 痪 是 一 致 的 。 京 实 

上 ,应 用 示 相 和 的 法 到, 我们 腕 得 到 下 面 的 公式 
[BAB Blot A 

进一步 得 出 


[ABADjm- 六 (AjatB4Da= 六, (Bol hnl dino 


如 果 以 只 来 代 装 {Bjix， 我 们 所 得 的 正好 就 是 公式 51)。 因此 , 生 疝 弹性 变换 
的 泡 是 一 个 二 级 混合 张 基 。 5 

我 个 再 水 举 出 一 些 特 殊 形 式 的 张 量 。 假 定 共 变 张 县 在 某 一 个 坐标 有 系 中 有 下 面 的 
性 质 ， 


bik = bri (i, EK=1, 2, 38)o {52) 
不 难 看 出 , 几 任 意 其 他 的 坐标 素 中 尼 也 有 这 个 性 质 。 事 实 上 , 按 服 (49) : 
bhi= F boa{A-lpr{ A a 
PIL 
或 者 根据 (52) 


Bhs= $F ppat4-ostc9e 
Pp Ge1i 
或 者 ,改变 求 和 的 指标 ; > 
bii= > 


3 
bpa{A-i}ar{ A-l}pits 
D4=t- 
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由 此 立即 看 出 ，2 和 4 确实 等 于 51k。 这 样 的 张 量 趾 做 对 称 兴 变 张 县。 对 称 遂 恋 张 景 的 
定义 是 完全 一 样 的。 同 祥 地 ,如 果 在 某 一 个 坐标 洒 中 Bi 一 一 Di 或 者 2 有 一 一 00D; 
那么 在 任意 其 他 的 誉 标 采 中 了 册 一 定 这 样 , 这 桩 的 张 量 时 做 反对 称 的。 对 于 混合 张 量 这 
种 情况 是 不 成 立 的 , 例如, 关系 289 一 09 在 坐标 变换 下 不 是 不 变 的 。 现 症 我 们 尾 入 茶 
一 些 特 丈 张 量 的 告 论 。 

24， 仿 射 正 究 强 最 的 鲍 子 ”站 下 面 的 例子 旦 我 们 把 稚 标 变换 限制 为 只 是 我 们 在 
263 中 所 讨 苍 的 那 一 种 , 源 税 是 对 应 子 大 一 个 第 卡尔 坐标 采 到 另 一 个 的 转 烧 。 这 种 变 
换 通 常 叶 钱 三 烤 罕 疼 的 正 交 变换 。 我 们 知道 , 对 于 它 全 道 步 变换 40)-1 和 4 是 一 样 
的 , 因 之 雁 变 张 基 和 北 变 张 量 的 差别 消失 了 。 对 了 于 这 样 的 坐标 变换 显然 地 我 们 就 只 有 
一 个 二 航 强 量 的 概念 。 如 果 我 们 种 以前 一 人 样 ,用 [4jix 来 才 示 航标 正 次 变换 的 系数 ， 
对 于 二 般 张 重 的 变换 我 们 就 有 下 面 的 公式 : 


3 
bir™ D2; bpg{ Alip{ A}ng, (53) 


它 从 上 节 的 公式 可 以 直接 得 到 。 我 们 把 起 [3ik1 的 每 一 列 的 元 烷 看 作 某 一 个 矢 最 的 分 
晨 。 这 样 一 求 我 们 就 有 了 三 个 矢量 
bbn, bl, Dat); LOB12, boa, bo3) ;五 (0) (bis, bos, bas)o 

我 们 襄 , 其 中 的 第 一 个 对 应 于 轴 X1, 第 二 个 对 应 玉 珊 Xo, 第 三 个 对 应 于 轴 Xs6 

现在 按照 下 面 的 公式 相应 于 任 一 个 方向 (x) 作 一 矢量 b" 
b= eos(n, wi b DH cos (ns, ta) b(2)+ cos (n, ro) b'3)o {54)-: 

现在 我 们 任 下 一 个 饭 卡 尔 从 深 深 (424, 双 , 3) 求 代 装 以 前 的 C01, zo, 8) ,并且 相应 

子 新 坐标 拙 的 方向 我 们 按照 公式 (54) 作 矢量 
bk co (wh, t1) b (D-H eos (oh, ro) be) cos (ZL, va) bo (55) 

如 果 塘 处 这 些 儿 量 在 新 坐标 辆 21,29, 03 上 的 投影 , 和 表 |2iz1 相似 ,我们 就 有 一 
九 个 数 的 示 bix1l。 我 们 来 证 明 , 这 个 新 类 的 元 来 恰好 是 控 照 二 她 张 量 分 量变 换 的 公 
式 被 元 业 bix 所 表示 。 事 实 上 ,譬如 我 们 来 考虑 元 未 加 is。 根据 定义 ,只 大 矢 是 P@ 在 
新 各 w4 .上 的 分 量 。 公 式 (55) 答 出 : 

b= cog (0, Tt) BD cog (1h, Ta) b 2) Cos (vs, r3) b's), (56) 
从 这 里 姥 出 , b'%) 是 矢量 54 的 线性 函数 , 因 之 , 为 了 求 512, 只 需要 在 公式 (56) 的 有 
演 把 估量 DG 俘 别 换 成 它 仙 在 轴 中 上 的 投影 就 行 了 , 这 就 是 谣 , 把 这 些 矢 景 换 应 下 面 
[EPE 
DG 换 成 Dlicos (zi, m1) 十 Daico8 (1, 人) -baicos (v1, Ta) (i=1, 2,3)o 
此 盆 , 我 们 广 意 ,根据 天 (2 ): 
co08 (x4, Tk) 一 ai 一 [io 
在 公式 (66) 的 市 边 用 这 些 堪 达 式 公营 上 而 提 到 的 矢量 , 序 得 : 
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Do= > bpa{ A}1p{ Al2g, 

这 个 正好 和 公式 (538) 一样 。 因 此 我 们 可 以 得 出 车 蓄 , 如 果 对 于 三 个 互相 付 直 的 方向 我 
们 确定 了 三 个 矢量 6 四, b 咏 , b3), 并且 按照 公式 (54) 对 子 任意 的 方向 (2) 我 们 定义 
一 个 矢量 ,那么 输出 矢量 (=1, 2, 3) 在 加 2 上 撑 影 的 九 个 数 的 均 就 在 任意 一 
个 笛 卡 尔 坐标 款 中 定义 一 个 二 般 傣 射 正 交 强 量 ,这 就 是 襄 , 对 于 所 有 可 能 的 正 交 变换 
定义 了 一 个 二 级 张 盟 。 

我 个 要 注意 , 当 我 个 说 8 中 对 应 陡 基 一 个 轴 z1 的 方向 ,这 并 不 意 谓 效 5 中 和 轴 
21 必须 有 相同 的 方向 。 重 要 的 从 是 公式 (54) ， 省 使 各 一 个 态 几 (9) 都 有 一 个 矢量 Do 
与 之 对 应 ,一 般 讽 求 , bm 的 方向 和 人) 是 不 局 的 。 

现在 我 们 来 举 两 个 仿 射 正 交 张 是 的 例子 。 第 一 个 是 强 性 学 中 所 熟知 的 张力 张 攻 。 
我 倍 求 考虑 一 个 变形 了 的 弹性 体 , 过 它 的 一 个 固定 点 到 作 一 个 无 穷 小 的 面积 dr， 法 
藏 的 方向 是 (人 。 在 强 性 学 中 我 们 筑 道 , 由 法 配方 向 定义 的 那 一 面 的 弹性 介质 在 面积 
Qo 上 的 作用 等 于 某 一 个 与 法 线 方 向 (n) 有 关 的 矢量 bm 和 和 积 杂 的 数 侍 的 乘积 。 
从 强 性 体 中 划 册 一 个 元 穷 小 的 四 面体 , 由 于 考虑 它 的 平 窒 条 件 , 我 倘 就 得 出 公式 (54)， 
由 此 直接 扒 知 , 强力 是 一 个 二 级 张 量 。 在 任 一 个 笛 尺 尔 纱 水 邓 中 这 个 张 明 将 该 九 个 数 
的 旨 [5ixl 所 记 划 ,并 且 , 刀 在 弹性 学 中 所 证 明 的 ,这 个 张 量 是 对 称 的 , 即 Dik 二 Dkio 换 
名 浙 设 , 作用 在 与 轴 zx 慎 浊 的 面积 上 的 张力 在 轴 x 上 的 投影 等 于 作用 在 与 朝 z; 付 丰 
的 面积 上 的 张力 在 坦 zx 上 的 投影 。 

我 们 现在 来 看 强 量 的 另 一 个 例子 。 考 虚 某 一 个 矢量 场 C( 开 )。 如 果 到 了 半 一 个 笛 
卡尔 航标 深 (yo Xs) 并 取 塌 (c1, cay C3) 的 分 量 对 坐标 的 微 商 , 那么 我 们 得 到 下 面 这 
九 个 量 的 起 : 


ac sc ac 
On’ Br” Gis 


Oca 
Bx’ de’ Bo le {57) 
Oca Ors Ocs 
O71 8r Cra, 


对 隆 任 一 方向 (mn) , 我 们 定义 与 与 这 个 方向 对 应 的 矢量 微 贾 2 强 ， 这 样 , 在 寄 (57) 的 
第 如 列 的 元 迷 就 是 对 应 于 轴 zx 的 方向 的 矢量 的 分 曼 。 对 于 任 一 方向 (%) 我 们 就 有 公 
式 [IT; 108]: 

总 一 cos (2， 0 SE 二 十 cos@， ) Ser tt cos Cn, za) Lt 3 (i=1, 2, 38), 
这 就 古 襄 ， ee es ee re 也 不 
是 芭 对 称 的 。 未 过， 如 果 我 全 把 两 个 雪 的 和 了 解 为 相当 元 素 的 相 加 ,那么 不 难 把 形 
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成 一 个 对 称 的 和 一 个 反对 称 的 张 遇 之 和 。 
首先 我 便 束 作 一 些 一 般 咱 的 车 徐 。 由 公式 (53) 的 效 性 可 内 推 知 , 如果 有 ww] 和 
cixi 是 两 个 张 量 的 应 , 那么 和 [Dip-Fcixf 也 是 张 其 。 并 日 ,这 个 公式 在 指 谎 灾 换 之 后 
祈 旧 是 成 立 的 ,部 : 
on 训 ,DantAliot dre 
这 就 是 说 ,如果 荣 一 个 对 所 有 的 坐标 柔 定义 的 卖 是 一 个 强 贡 ,那么 这 个 下 的 转 导 也 是 
张 基 。 吏 在 假定 我 人 有 了 划一 个 级 量 jbix1。 
我 们 可 以 把 官 洪 成 和 的 形式 : 
bip-F bei | ,bir—b 
ptm. 


第 一 部 份 显然 是 一 个 对 称 强 量 ,和 而 第 二 部 份 是 反对 称 的 。 
把 这 种 妇 解 应 用 到 关 (57) 所 定义 的 强 晤 ,我 们 得 到 ' 尾 的 对 称 的 部 份 是 : 


aa， 1 (Bor 2 )， (+ 
Bo? 3\5xr On/ 3 5 Or 
TI/ acl ， Ocs DBcs2 1/Bcs , Ocg 
下 强 + 洽 h 如 +)|。 9) 
上 1/ Bc: , Ocs 1/ Oc, Ocs Ocs 
(+t pe), (E+) “Bra 


动 ,那么 类 (58) 就 是 所 请 的 变形 张 景 。 这 个 张 量 的 反对 称 部 份 是 : 
0， 六 ( Del _ Oca ) ] 
BO re/? Br Or, le 


如 果 整 个 的 介质 有 一 个 变形 而 MC 大 位 移 矢 遇 , 这 就 是 说 ,介质 的 点 1 拨 这 个 矢量 移 
1 ( Oc1 _ Ocs ) 
2\6r Om%m/’: 2Q2\6re Br 
于 (32 0) 0， (3 2) 
1/98cs 9c 1/ Ocs _ ac ? 
主 ( 屯 ~ 入 )， (Be 下 0 | 


(59) 


以 前 我 们 对 于 线性 齐 次 变形 的 特殊 情形 已 弃 做 过 张 呈 的 分 解 [TTI; 113] 并 且 竺 到 , 在 
那个 情形 下 反对 称 部 份 相应 子 宅 癌 作为 一 个 整体 (没有 变形 ) 弹 一 祖 贡 的 畦 动 。 
35. n 维 复 空 赔 的 情形 现在 我 们 转 到 % 维 容 间 的 一 般 情 
形 。 以 前 我 们 已 经 讲 过 [13]n 个 数 , 实数 或 者 复数 的 叙 列 就 是 这 
样 一 个 容 因 中 的 矢量 。 
和 (ai Way ,Da) 


其 中 这 些 数 岂 做 矢量 2 的 分 量 。 这 里 我 们 是 假定 , 这 个 空间 是 取 
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下 面 这 一 组 基本 单位 矢量 : 
@ (1, 0，…， 0); @*» (0, 了 0); 3 @‘")(0, 0， a 41)， 
使 得 


VW=00 +a + (60) 

矢量 相等 的 条 件 以 及 它们 简单 的 运算 我 们 在 [19] 中 已 定义 过 了 。 
从 矢量 eg (oa ca mp， or) 到 矢量 入 《组 ， Ya … yn) 搂 公 式 : 
| Y= uvit atat "tamer (=1, 2,.., n) (61) 

的 一 个 转换 时 做 % 亲 窑 关 的 一 个 禾 性 变换 ,或 者 用 符号 表示 为 
y=A%, - (62) 
这 里 4 是 变换 的 玫 |ax|i。 和 如果 它 的 行列 式 D(4) 不 为 均 ， 嘟 么 
变换 (62) 叫做 非 奇 异 的 变换 , 而 甜 阵 4 叫做 非 否 异 的 短 阵 (天) 。 
在 这 个 情形 下 , 对 m4 解 方程 (61) , 我 们 就 得 到 与 (61) 或 者 (62) 相 

逆 的 变换 ; 


w=—A-Yy, (63) 
这 里 表 4 的 元 过 是 
Le， (64) 


其 中 D(4) 是 才 4 的 行列 式 , hw 是 元 素 i 的 代数 余子 式 。 
再 者 ,与 以 前 [& 了 相仿 ,我 们 定义 两 个 变换 的 乘积 ,两 个 变换 
y=Ax, 2z=By 
的 束 绩 施行 相当 于 一 个 厂 性 变换 
2 一 B4w， 
它 就 中 做 变换 4 和 8 的 乘积 , 它 的 雪 按 下 面 的 公式 决定 : 
{BA}w- {Beth} (65) 


这 个 乘积 一 般 说 来 是 与 因子 的 次 序 有 关 的 ,也 就 是 膏 , 除 去 特 
殊 情 形 ,一 般 地 我 们 有 : 
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不 难 把 乘积 的 定义 推广 到 任意 多 个 因子 的 情形 , 并且 结合 律 
成 立 ,就 是 说 ,因子 可 以 任意 结合 : 


(C0B) A=C(BA)。, (66) 
人族 变换 适合 下 烈 关系: 
AA-1=A-1A=1; (4-D) =-h, C60) 


这 里 我 们 用 符号 了 代表 所 词 单位 短 阵 , 在 它 旦 面 主 对 角 和 厂 上 的 元 
素 等 于 1,， 而 其 余 的 元 素 全 是 零 , 与 这 个 和 矩 重 对 应 的 是 便 等 变换 
= (一 2， 0) 。 
和 以 前 一 样 ,我 们 定义 冯 阶 的 对 角 敌 阵 : 
| 入， 0，0，…，0 
0, ka, 0, -…, 0 
Lb,, ka, **', bn] = 0, 0, ks, ,0 


ne 


与 它 对 应 的 变换 是 : 
Y= bit (2=1, 2 1) 。 
对 角 短 障 的 隧 积 与 因子 的 奖 序 无 关 , 它 由 下 面 的 公式 决定 : 
[和 Na] Lh, ba oe, bd = Lh Ua, Lh, Ba, ,hi = 
3 [bhi, bala, “Brln]o 
在 特殊 情形 夺 = 和 一 … 一 如一 下 我 们 得 到 乍 阵 
| La 0， 0， oy 0 | 
0, 5 0, :…, 0 | 
[8, &, ,8]=0, 0, £, 1, 01, (69) 


0，0，0，-.…， 记 
它 相 当 于 把 矢量 的 所 有 分 量 低 用 数 上 来 乘 。 很 据 以 前 所 说 的 , 我 
们 将 把 矩 吐 (69) 就 简单 地 看 作 是 数 8, 这 就 是 说 ,把 数 看 作 矩 际 
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的 特殊 情形 。 利 用 公式 (65) 不 难看 出 数 8, 把 它 看 作乱 陈 (69) ， 
与 任意 短 阵 的 乘积 是 与 因子 的 实 序 无 关 的 ， 并 且 就 相当 于 把 短 阵 
4 所 有 的 元 素 全 用 数 于 来 乘 : 
{(%, %, ,hb) A}m= {BA}m=E{A}in o 《70) 
现在 假设 我 们 取 作 基本 单位 矢量 的 不 是 上 面 所 说 的 矢量 eew， 
而 是 新 的 矢量 gm, 它们 按 下 面 的 公式 袖 go 表示 ; 
BD=HGD TF 
6O= te Dt to 4 ta 


C1) 


6 — tu d+ t,a@ + 十 tn@', 
而 且 由 元 过 如 组 成 的 行刑 式 不 为 雾 。 这 样 , 矢量 gm 有 反 过 来 也 可 
以 被 矢量 bm 线性 表示 , 并 且 矢 量 oo 的 每 一 个 线性 组 合 和 都 同时 
是 矢量 Bo 的 线性 组 合 , 反 过 来 也 对 。 换 名 话说, 作为 基本 单位 矢 
量 , 矢量 Bob 和 矢量 age 生成 同一 个 空间 。 和 如 果 某 一 个 矢量 % 在 
单位 矢量 ete 所 决定 的 坐标 系 中 的 分 量 是 (mi, Xa，…, 2) ，、 痢 么 
在 单位 矢量 5" 所 决定 的 坐标 系 中 它 就 要 有 另外 的 分 量 (24, 鸡 ， 
…, 4) , 它们 由 前 者 按照 变换 (71) 的 造 步 厂 性 变换 表示 , 这 个 可 
以 写成 : 
(Wy C2 sy Wh) = TENT, Tay ey Wr), (72) 

这 里 才 90 是 对 应 于 变换 (71) 的 表 全 的 埋 置 。 

如 果 我 们 有 -一 个 空间 的 变 拼 , 屁 在 前 一 个 坐标 系 中 由 公式 (62) 
表示 ,那么 在 新 的 坐标 系 中 这 同一 个 变 焕 就 由 下 面 的 公式 表示 : 


y'=UAU !%", 《73) 
东 典 LT 1。 
下 UAU™ 


称 为 和 玫 4 是 相似 的 。 
在 以 上 的 前 花 中 营 本 的 概念 是 矢量 和 甜 障 的 千 念 。 我 们 注 
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总 ,有 了 时候 可 以 把 矢量 X(t, ms，…, zn) 看 成 短 随 ,这 个 短 障 的 某 
一 列 , 究 蔚 是 那 一 启 没 有 关系 , 是 数 (21 ma， …， 2 , 面 其 余 的 元 
索 全 是 规 。 譬如 我 们 假定 把 矢量 的 分 量 放 在 第 一 列 。 这 样 一 来 ， 
我 们 的 矢量 就 可 尽 吉 成 和 矩阵 的 形式 : 


‖ za 0， 0 
Za 0， ，0 
Wny 0， 9 0 - 
有 时 局, 这 样 的 只 有 一 刻 含有 不 为 雪 的 元 素 的 徐 了 别 ,用 下 面 的 
符号 来 表示 : \ 
m1 m1, 0, ,0 
02 | 0， ，0 -07D 
Vn, | ww， 0, .…, Ol 


-现在 我 们 来 证明, 和 线性 变换 (62) 可 以 写 戌 换 短 (74) 和 短 障 4 
的 每 税 的 形式 。 事 实 上 ，, 把 短 际 (74) 用 敌阵 .4 按 规则 (65) 来 弛 并 
注意 到 答 阵 (74) 只 有 第 一 烈 的 元 素 不 为 雳 , 我 们 就 得 到 雪 积 的 憩 
也 ， 其 中 也 只 有 第 一 殉 的 元 吾 不 为 雾 , 着 且 不 难看 出 这 些 元 素 就 
是 : 

Y= Aud Vata TF ams, 
这 就 是 这 ,它们 正好 就 猴 出 嫉 性 变换 (62) 。 因 此 我 们 可 以 把 这 个 
变换 写成 形式 : 


y1 Wi 一 
人 

| . (75) 

2 多 


式 中 右边 是 两 个 短 际 的 乘积 。 
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在 这 一 池 的 最 后 ,我 们 再 指出 一 些 ? 竣 矢 量 空间 的 矢量 的 运 
算 所 满足 的 一 般 法 则 
录 十 2 一 2 二 0 (LTY) 十 2 一 秒 十 (8 十 2 。 
如 果 充 和 是 任意 两 个 矢量 ,那么 分 量 为 Ws 一 zw) 的 矢量 
2 一 一 人 2 是 适合 条 件 % 十 2 一 2 的 唯一 的 一 个 矢量 。 
~. 琢 a 和 9 是 任意 的 数 。 我 们 有 
(ec 十 四 外 一 0 和 十 Di ca(D8) = (4b)%; 
0(Y 二 2) 一 0 十 08。 
对 于 1 我 们 有 1w=%, 以 及 0%=0, 这 里 在 右边 的 0 是 代表 
稚 部 分 基 是 喜 的 矢量 。 : 
26. 和 矩 障 计算 的 基础 ”在 前 一 节 用 济 的 公式 中 , 符 阵 是 作为 
一 个 新 的 符号 改 引 入 的 , 对 于 它 我 们 可 以 施行 一 些 和 在 玉 常 的 数 
上 所 施行 的 运算 相似 的 运算 。 这 一 点 使 我 们 很 自然 地 想到 要 建立 
一 个 新 的 代数 , 它 适 用 于 短 陈 这 种 符号 。 换 名 话说 ,我 们 要 把 答 阵 
看 作 数 的 一 种 新 的 形式 ,看 作 某 一 种 超 复数 。 以 前 我 们 利用 两 个 实 
数 建 立 了 一 种 新 的 数 ,就 是 形式 为 a 十 5 的 复数 ,和 这 个 一 样 ,现在 
我 们 利用 好 个 复数 am, 抱 它 们 排 成 一 个 方 的 麦 , 来 建立 一 种 新 的 
数 的 概念 一 一 矩 障 。 不 过 我 们 必须 指出 它们 之 并重 大 的 差别 ,让 就 
是 ,我 们 知道 ,对 于 表示 复数 的 字母 我 们 可 以 施行 所 有 代数 中 对 实 
数 说 来 为 大 家 所 熟知 的 运算 。 对 于 答 阵 我 们 得 到 一 个 代数 , 它 和 我 
们 熟悉 的 复数 的 代数 有 重大 的 差别 。 造 成 这 个 差别 的 主要 因素 是 
乘法 的 非 变 换 性 ,这 就 是 说 ,乘法 的 结果 依 束 于 因子 的 次 序 。 吏 在 
我 们 来 确立 敌阵 代数 的 一 些 基本 规则 ,而 且 在 许多 方面 我 们 是 以 
前 面 指 矩 阵 看 作 线 性 变换 的 玫 所 得 到 的 一 些 千 果 作为 指导 的 。 
在 以 下 各 处 ,如果 不 特别 志明, 我们 将 认为 所 有 的 短 阵 者 有 御 
人 周 的 阶 %。 和 如 果 和 4 是 这 样 一 个 短 阵 ,那么 和 以 前 一 符 , 我 们 用 {4}w 
来 末 示 它 的 元 素 。 


A 
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两 个 短 际 4 和 B 认为 是 相等 的 当 生 仅 当 
{A}w= {Bm (i b=1, 2,., 1), (76) 
序 , 它 们 相当 的 元 素 全 相等 。 
甜 陈 的 加 法 技 下 面 的 公式 定义 : 


{A+B}w= {A}iwt {B}ir, (77) 
邹 , 归 烙 于 相当 元 素 的 相 加 。 
情 积 楼 下 面 的 会 式 定义 : 
{BA}w= > {B}{A}sr (78) 
如 以 前 知道 的 ,一 般 地 ， 
BA#*AB, 
但 是 结合 律 成 立 [21]: 
(0B)A=0(B84A), (79) 
生 积 的 行列 式 等 于 相 柔 短 绿 的 行列 式 的 情 积 
D(BA) =D(B)D(A), (80) 
分 配 律 也 显然 成 立 


(4+B)0C=A0+4BO 和 0O(4+B)=04+0B, (81) 
我 们 再 来 指出 敢 法 的 一 个 特点 ,就 是 ,虽然 所 有 的 因子 从 不 为 
零 , 敌阵 的 乘积 可 能 等 于 堆 , 这 就 是 闹 , 等 于 一 个 所 有 元 素 公 为 替 
的 矩阵。 我 们 举 两 个 相同 的 二 阶 和 矩阵 的 生 积 作为 例子 
|10，0」 10，01 10，0 
| ol 中 0, 0 
完全 和 上 一 节 一 样 , 如 果 4 是非 奇异 矩阵 , 这 就 是 证 , 如 果 
D(A4) 关 0, 我 们 引信 送 矩阵 4-! 的 概念 。 和 如 果 0Q=BA, Ri, Rs 
和 Ro 分别 是 答 阵 4, B 和 0 的 和 铁 ， 痢 么 我 们 知道 ， Ro< Ra[ 7 ]。 
如 果 了 是 非 奇异 的 矩 体 ,那么 4=B-1O, 和 以 上 一 样 我 们 又 可 以 
断定 Rss Re， 因 之 Re 一 Ra， 这 就 是 说 , 在 短 阵 4 币 一 个 非 奇 异 
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短 阵 8 浅 ( 各 边 或 者 友 边 ) 的 时 收 , 它 的 秩 不 变 。 对 于 单位 炬 缘 I 


BI=1B=B (82) 
成 立 , 式 中 于 是 任意 的 和 矩阵。 
不 难看 出 , 短 阵 4-:+ 是 方程 
AX=I 和 ,4=I (88) 
的 唯一 的 解 ,其 中 了 是 单位 短 陈 。 实 际 上 , 艾 如 在 第 一 个 方程 的 左 
边 乘 上 4 并且 应 用 (79) 和 (67) ,我 们 就 得 到 一 A-1, 对 第 二 个 
方程 也 一 样 。 我 们 指出 ， 如 果 -D(4) =0, 那么 注 程 (83) 一 定 没有 
解 ,这 就 是 说 , 矩阵 4 没有 造 。 事 实 上 ，, 作为 方程 (83) 的 推论 我 们 
有 : 
D(A)D(X)=1, 
这 个 和 条 件 D(4) =0 相 过 背 。 
我 们 还 可 以 回想 一 下 前 一 节 所 引入 的 对 角 短 阵 的 概念 ,以 及 
每 一 个 数 丰 都 可 以 看 作 是 矩阵 的 特殊 情形 。 而 且 不 难 引 太 关于 和 矩 
阵 的 正 整数 方 次 的 概念 


42 一 4.4…4。 
短 际 的 负 整 数 为 次 作为 逆 矩 阵 的 正 整 数 方 次 引入 ,这 就 是 设 ， 
A™?— (A-)?, (84) 
显然 地 ,我 们 有 : 
A?=(4?)-!1， 名 4-?47=Ar4-? 一 7 (85) 
两 个 甜 障 的 商 的 符号 
EE 
B 


没有 确定 的 意义 。 我 们 可 以 有 两 种 解释 一 一 或 者 作为 浅 积 4B-!， 
或 者 作为 乘积 B *4, 而 且 这 两 个 乘积 一 般 说 来 是 不 同 的 , 只 有 在 
它们 相等 的 特殊 情形 下 , 商 的 符号 才 有 确定 的 意义 。 
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其 裕 , 关 于 相似 和 矩阵 的 概念 也 是 一 个 基本 的 概念 , 它 在 上 一 节 
已 经 引入 。 我 们 指出 一 些 公式 ,它们 是 很 容易 属 证 明 的 : 


(OBA) -1= 4-1B8-1071, (86) 

OBAO-!= (0BO-!) (0.40-1) 。 ” (87) 

和 如果 用 4 表示 甜 阵 4 的 转 置 敌阵 , 钞 么 下 面 的 公式 也 成 立 ; 
(0OB4)e= ABHO, (88) 


它 利 用 乘法 的 定义 是 不 难 有 验算 的 。 我 们 再 引进 两 个 新 的 符号 。 我 
仙 用 互 来 代表 一 个 类 阵 , 它 的 元 素 是 短 阵 4 的 元 来 的 共 塌 数 , 分 
{A}w 3 {AJw 3 (89) 
而 且 忱 里 和 斑 常 一 样 , 我 们 用 符号 5 来 表示 复数 a 的 共 瑟 数 。 最 
后 , 我 们 用 4 来 代表 一 个 短 障 , 它 是 由 短 阵 4 把 行列 互 换 再 把 元 
融 换 成 共 轰 数 而 得 出 的 , 印 | 
{A}m= Aj o (90) 
短 阵 和 4 有 时 称 为 和 短 阵 4 是 共 元 的 或 者 是 厄 密 特 共 电 的 ( 厄 
密 峙 蚌 十 九 世 起 后 年 叶 的 一 个 法 国 数学 家 ) 。 不 难 核算 公式 
684- A86 , (91) 
不 难 核算 下 面 这 个 节 单 的 公式 : 
(A -一 一 .41 
邹 ， 短 降 求 送 的 符号 和 转生 的 符号 可 以 互 换 赤 序 ,这 一 点 我 们 在 以 
前 芭 0] 已 经 提 测 过 。 
我 们 再 指出 一 个 以 后 有 用 的 公式 。 由 关系 式 (67) 让 楼 推出 
D(A)D(A™) =1, 
印 
D(A =D(4)-1, | (92) 
换 句 话说 , 逆 矩 阵 的 行 询 式 等 于 原来 短 际 的 行列 式 的 拷 。 
我 们 再 引进 准 对 角 和 矩阵 的 概念 , 它 是 对 角 短 阵 的 推广 。 我 们 
以 一 个 特殊 的 情形 来 关上 明 这 个 概念。 假设 有 一 个 七 阶 短 隆 : 


ov 
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b11, B12, B13, 0， 0; 0 
Bal, baa, 2s, 0, 0, 0 
Dsi, 2aa， Das， 0， 0， 0， 
0 
0 


SS ODS 


0, 0, 0, cu, G12, 
0 0, caiz，caz， 0 
| 0, 0, 0, 0, 0, du, aa 
0 0,0, 0, ds, dss | 


我 们 用 B 代表 元 素 为 bw 的 三 阶 矩 阵 , 0 和 DD 代表 元 素 为 om 
和 的 二 阶 敌 阵 。 前 面 的 七 阶 短 陈 就 时 做 一 个 糙 构 为 {8, 2, 2} 
的 准 对 和 角 乍 阵 关 用 符号 
[B, C0, D] 

表示 。 

一 般 地 假设 ,一 个 % 阶 短 障 的 由 元 素 cu 粗 成 的 主 对 角 烤 被 分 
成 名 部 分 ,其 中 第 一 部 分 包含 前 及 个 元 素 , 第 二 部 分 包含 搂 下 去 
的 ha 个 元 素 , 等 等 ,使 有 有 十 加 十 … 十 b=%。 我们 可 以 把 前 及 个 元 
素 看 成 某 一 个 为 阶 矩 陈 1 的 主 对 角 线 ; 接 下 去 的 bo 个 元 数 看 成 
某 一 个 入 阶 短 际 区 。 的 主 对 角 线 , 等 等 。 假 定 襄 矩阵 4 所 有 的 不 
属于 耻 , 这 些 答 际 的 元 素 伪 为 劳 。 短 阵 4 就 叶 做 状 构 为 {z 入 

2 吉 的 浴 对 外 短 陈 并 以 下 面 的 形式 求 表示 ; 

A 二 [证 3， 下,，…， 玉 m]。 : 

对 于 相同 精 构 的 短 际 的 运算 规划 就 特别 简章 。 我 们 将 痊 出 相 
应 的 一 些 公式 , 不 过 不 子 证 明 。 它们 模 据 运算 的 定义 可 以 很 简单 
地 被 具 证 。 对 于 糙 构 相同 的 短 限 的 加 法 我 们 有 公式 

[Xs, Fa, 7 Tn + Ys, Fa, …, Yn] = 
= Lt, 三 3 十 二 3，…， 宇 m 十 交 ， (98) 

这 里 所 谓 烤 构 相 同 就 是 说 每 一 个 知 阵 子 , 的 阶 数 痢 和 相当 的 短 陈 
了 , 的 阶 数 相等 。 司 样 地 对 于 羔 法 和 禾 憾 我们 有 : 
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LX, 六 3， vs 耻 ] [za， Ya) ee 了 
be [XY', 人 2 了,， SE XnF m] ? (94) 
[Xi, Xa, Kml’ = [XY, RI, …, Ih], (95) 
式 中 2 是 任意 的 正 整 数 或 负 整数 ,而 且 如 果 2 是 负 整 数 , 当 然 就 必 
须要 求 行列 式 九 ( 屋 *) 全 不 为 零 。 
短 际 [Xi 了， ，…， 了 用 相同 灶 构 的 敌阵 来 变换 的 规 旭 可 
以 天成 下 式 : 
[Fi, Yo 0°, Fn] EXi, Fa, Fl [Ys, Fa, Pn!=— 
= [YX1Yi’, YXaY3!, :…, YnXmY to (96) 
我 们 来 指出 那些 被 准 对 角 德 阵 所 引起 的 线性 变换 的 几何 意 
义 。 为 了 简单 起 见 我 们 来 考虑 上 面 所 举 的 那个 七 阶 准 对 角 和 振 务 ， 
它 的 芋 构 是 {3, 2, 2} 。 我 们 求 泪 对 应 于 这 个 敌阵 的 线性 变换 。 妇 
果 在 原 求 的 矢量 (ci，…， xz) 中 我 们 有 : 
0 一 25 一 0 一 27 一 0， 
那么 在 变换 之 后 的 矢量 中 显然 也 有 : 
4 一 5 一 ge 一 7 一 0， 
这 就 是 说 ,由 前 三 个 基础 单位 矢量 所 生成 的 子 空间 中 的 每 一 个 矢 
量 在 变 痪 之 后 仍然 属于 这 个 予 空 间 , 莽 且 这 个 变换 就 由 三 阶 甜 阵 
了 决定 。 对 于 由 下 两 个 单位 矢量 所 生成 的 子 空间 以 及 由 最 后 两 个 
单位 矢量 所 生成 的 子 空间 也 一 样 。 
在 这 里 我 们 重 提 一 下 ,所 谓 由 矢量 wz， 9， 倪 中 所 生 咸 
的 子 实 间 就 是 指 所 有 的 由 公式 
a i 
所 定义 的 矢量 的 集合 , 式 中 cu ca，…, 01 是 任意 常数 。 
8 和 抵 障 的 特征 值 与 化 抢 阵 成 标准 形式 ”相似 的 和 矩阵 在 (76) 
的 意义 下 当然 是 不 一 定 相 等 的 ,不 过 从 几何 的 观点 来 看 它们 在 下 
面 这 一 万 面 是 等 价 的 ,就 是 ,它们 可 以 看 作 是 在 不 同 的 坐标 系 中 体 
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现 空间 的 同一 个 线性 变换 。 现 在 我 们 来 找 这 一 些 敌阵 的 不 变量 ， 
这 就 是 现 , 找 出 这 样 一 些 由 甜 阵 的 元 素 组 成 的 表达 式 , 它 们 对 于 所 
有 相似 的 敌阵 都 有 相同 的 值 。 有 一 个 不 变量 是 不 难 傣 的 。 这 就 是 
敌阵 的 行列 式 。 事 实 上 ,如 果 4 基 一 个 短 渍 ，UAU71! 是 它 的 一 个 
相似 的 短 阵 ,而 且 也 是 任 一 个 行列 式 不 为 零 的 矩阵。 由 (80》 和 (92) 
我 们 就 有 : 
DIUAUTY) =D(U)D(A)D(V-) =D(UVU) DAD(U) -1i= 
一 了 (4)。 

为 了 建 开 其 他 的 不 变量 ,我 们 做 某 一 个 参数 入 的 一 个 n 次 多 
项 式 g (和 ), 它 等 于 把 矩阵 4 的 所 有 对 角 线 上 的 项 至 减 去 参数 和 
所 得 出 的 短 陈 的 行列 式 , 凶 


Ci 一 入， CH13) 的 Qin 
GQ22—A, 站 
| 
Cnly Cn2y Co 一 人 
这 里 cu 是 乍 陈 4 的 元 崇 。 或 考 我 们 可 以 犯 它 写 成 : 
2 (7) 一 六 (4 一 和) 一 也 (4 一 和 7) ， (98) 


因为 根据 雇 前 的 烛 定 ,入 或 M1 都 是 主 对 角 线 上 的 元 素 全 是 人 的 对 
角 短 障 。 用 U4U-! 来 代 4 并 注意 到 任何 乍 陈 和 数 都 是 可 交换 
的 ,因而 VD 一 = 人, 我们 就 有 : 
D(UAU-i—-N)=DIU(A—N UH= D(A—N) 
从 而 
DIUAU-1—N) = D(A—N), (99) 
这 样 我 们 看 至 , 对 于 短 陈 U4U71! 所 做 的 多 项 式 (97) 和 对 于 
短 阵 4 所 做 的 多 项 式 是 一 样 的 。 换 旬 话 说 , 多 项 式 (97) 所 有 的 系 
数 对 于 相 但 的 矩阵 从 是 不 变量 。 这 个 多 项 式 的 首 项 系数 很 容易 看 
岂 是 等 于 (一 了"。 我 们 特别 指出 它 的 两 个 系数 , 就 是 常数 项 和 
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《一 也” 的 系数 。 第 一 个 显然 就 是 行列 式 , 这 个 不 变量 前 面 已 
浆 提 过 。 至 于 (一 1)""""? 的 系数 , 利用 [ 罗 的 和 结果， 我 们 看 出 它 
就 等 于 对 角 菱 上 的 元 素 的 和 。 这 个 和 通常 叫做 短 阵 的 赤 井 用 下 面 
的 符号 败 示 : 

Sp(4)= {A}it+ {4d}zsd {4} =Gn 二 Qa 二 二 dnny 
这 里 Bp 是 德国 字 “puz7” 的 前 两 个 学 母 ， 它 的 意思 俄 交 是 “Cxea” 
( 迹 ) (法 交 是 “trace”) 。 于 是 ,相似 的 短 陈 有 相同 的 行列 式 和 相同 
的 迹 。 

现在 我 们 写 下 方程 . 

DAN =0, (100) 
它 吓 做 德 障 4 的 特征 方程 ， 而 它 的 根 叶 做 矩 陈 4 的 特征 值 或 者 固 
有 值 。 根 据 以 上 所 讲 的 我 们 可 以 说 ,相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 值 。 
在 以 前 我 们 已 铸 看 到 过 形式 为 (100) 的 方程 。 

我 们 现在 提出 下 面 这 个 开题 : 是 否 能 够 找到 一 个 和 矩阵 亚 ， 以 
宅 作 相似 变换 把 敌 陵 4 变 到 甜 阵 了 ~14V, 使 得 后 面 这 个 答 吗 是 
对 角 甜 际 。 从 空间 线性 变换 的 观点 来 着 ,就 是 ,是 否 能 选择 这 样 一 
个 坐标 系 , 使 得 在 原来 的 坐标 系 下 由 短 阵 4 所 确定 的 线性 变换 在 
这 个 新 的 坐标 条 下 简单 地 变 成 yy 二 和 rw 这 种 形式 的 变换 。 应 妆 
注意 , 我 们 把 相似 答 陈 写 成 形式 V4V 而 不 是 以 前 的 形式 
UAU™!, 当然 ,这 个 没有 什么 大 关系 。 

我 们 可 以 把 我 们 的 条 件 写 成 下 面 的 形式 : 


VAV = [hh, 和 a， Ml, (101) 
芝 里 所 要 求 的 是 矩阵 六 的 元 索 和 数 h。 把 等 式 两 边 从 左边 用 六 
相生 ,显然 可 以 把 这 个 条 件 改 写成 : 

AV =V [Ma, ja 和。 (102) 


- 骤 据 公式 (65) 我 们 决定 等 式 两 边 的 元 素 , 并 使 两 边 指标 同 为 
和 名 的 元 素 相 等 。 这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 2 个 方程 : 
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nn 

-| 
> CisVsk 一 VipAE > 
8= 


其 中 az 和 Dip 是 矩阵 4 和 三 的 元 素 。 
固定 第 二 指标 并 且 让 i 一 1, 2，…， %w， 我 们 得 到 个 方程 ， 
其 中 只 包含 矩 陈 矿 第 列 的 元 素 214， V2p;…， oo 和 数 hp: 


evn= vhs (人 一 二 2, …, NN) 。 (108) 


如 果 我 们 把 元 这 (oaz，2ax，…，2nz 小 成 是 某 一 个 矢量 po 的 
分 量 , 潮 么 上 面 的 等 式 就 可 以 写成 一 个 矢量 方程 : 
AVD = AV, - (104) 
这 样 一 来 ,我们 看 到 ， 求 一 个 把 矩阵 4 化 区 对 角形 式 的 矩阵 
六 的 问题 就 变 成 站 求 一 个 矢量 2 中 的 问题 ， 这 个 矢量 经 过 由 和 矩阵 
刀 所 决定 的 底 性 变换 之 后 只 差 一 个 纯 量 倍数 。 这 个 事实 是 近代 量 
子 力 学 的 一 个 事实 的 代数 糖 影 , 就 是 海 森 堡 的 矩 陈 力学 基本 上 和 
上 史 列 本 格 尔 的 波动 力学 是 一 回 事 。 根据 矩阵 力学 的 观点 , 主要 的 
问题 是 化 一 个 甜 阵 (无 限 的 ) 成 对 角形 式 。 至 于 波动 力学 , 其 中 站 
本 的 间 题 是 找 这 样 一 个 矢量 〈 在 无 限 交 空间 中 ), 它 经 过 某 一 个 辣 
性 变换 之 后 只 差 一 个 纯 量 倍数 。 上 面 的 说 法 我 们 所 以 叫做 一 个 代 
数 笠 影 是 因为 限制 于 有 限 灯 空间 , 我 们 的 问题 就 成 了 一 个 纯粹 代 
数 的 问题 。 在 鼓 为 复杂 的 无 限 厅 空 闻 的 情形 中 我 们 就 要 超出 通常 
代数 的 范围 而 需要 用 到 分 析 的 工具 。 所 有 这 些 问题 以 后 我 们 将 更 
详 多 地 说 明 , 厦 且 我 们 会 看 到 ,在 所 考虑 的 有 限 维 空间 的 情形 中 为 
了 物理 上 的 应 用 我 们 把 甜 陈 4 限制 为 一 种 特殊 类 型 (应 密 特 和 矩阵， 
其 中 ou 一 wz) 就 够 了 ,同时 甜 阵 7 也 必须 是 一 定 的 类 型 6U-- 和 矩阵， 
它 的 定义 将 在 下 面 葵 出 ) 。 现 在 我 们 是 考虑 任意 有 限 筹 际 的 一 般 
的 关 题 , 工 且 只 引出 最 后 的 车 果 , 而 不 做 完全 的 证 明 。 对 于 在 应 用 
中 有 兴趣 的 问题 将 答 以 完全 的 解决 。 
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我 们 来 解 方程 组 (103) 或 者 (104) 。 把 它 完全 写 出 来 我 们 就 
有 : 


(aa 一 和 zx) oa 十 la0s5 十 … 十 Gan0m 一 0 
CaO 十 (aaa 一 和 z) oap 十 … 十 an 一 0 


(105) 


i (Gna — Ng) Vn = Oo 

为 了 得 到 一 个 不 为 零 的 解 (v1,，…, vwx) ， 它 的 充分 必要 条 件 
是 所 写 的 方程 粗 的 行列 式 等 于 雾 , 这 就 是 说 , 充分 必要 条 件 是 和 
为 特征 方程 的 一 个 根 。 我 们 只 话 攻 研究 这 个 方程 有 不 同 的 根 的 情 
形 。 用 ja ja, …，, 和 代表 这 些 极 。 用 第 一 个 根 )a 代 方程 组 (105) 
中 的 和， 我 们 就 可 以 得 到 敌阵 六 第 一 列 的 元 素 , 在 这 里 我 们 不 者 
虑 ua 究 荡 有 多 少 种 选择 这 个 问题 。 我 们 随便 选择 方程 组 的 一 个 
解 , 只 要 它 不 为 雾 就 行 了 。 同 样 地, 在 方程 组 (105) 的 系数 中 让 
入 =)a， 我 们 就 可 以 决 定 甜 阵 六 的 第 二 型 的 元 素 ,这 样 一 直到 第 mw 
列 。 等 式 (105) 和 (102) 是 一 回 事 , 为 了 回 到 基本 的 等 式 (101) , 我 
们 只 须 证 明 短 障 六 有 逆 短 阵 六-1, 这 就 是 说 , 广 的 行列 式 不 为 雳 。 
我 们 用 反 证 法 来 十 明 。 假 定 襄 它 等 于 雳 。 从 [13] 中 我 们 知道 , 这 
就 相当 于 襄 在 矩阵 斑 的 列 矢 量 wm 之 问 有 一 个 线性 关系 : 

CO100) 十 Cao 十 二 OoO0D 一 0， 
这 里 系数 0; 不 全 为 雳 。 在 等 式 丽 边 作 (一 全 欢 由 短 阵 4 所 决定 
的 变换 。 利 用 (104) ,我 们 就 有 个 等 式 : 
OY 十 Ca0(2) 十 … Ow" —0 
MOD +MO2® + hv" 一 0 
MIOWD+ MNORD+. tA OV" =0, 

注意 到 矢量 Oo 不 全 为 零 , 我 们 可 以 断 半 , 这 个 方程 组 的 行 

烈 式 必须 等 于 雾 : 


A 知 -1， 本 和 nr-1 
这 里 数 和 zx 根据 条 件 是 不 同 的 。 不 过 这 个 等 式 与 不 同 数 的 范 德 蒙 
” 特 行 烈 式 不 为 雾 相 抵 龟 。 这 样 ,我 们 就 证 明了 , 当 敌 阵 的 特征 值 全 
不 同 的 时 候 , 我 们 可 以 用 相似 变换 把 它 化 成 对 角形 式 。 在 特征 值 
有 相同 的 情形 下 , 甜 唐 可 能 不 能 用 相似 变 痪 化 成 对 角形 式 。 但 在 
这 种 情形 下 德 阵 仍 可 化 为 一 个 最 简单 的 , 或 所 齐 标 准 形式 。 在 短 
阵 化 成 对 角形 式 的 情形 下 , 这 个 标准 形式 是 : 

[La has) Anj， 
这 里 hy 是 矩阵 的 特征 值 。 对 一 般 的 情形 我 们 只 义 述 结果 下。 釉 
和 二 a 是 方程 (100) 的 一 个 大 重 根 。 再 假发 ,对 在 方程 (100) 左 边 所 
有 的 (w 一 了 阶 的 表 的 行列 式 中 ,一 4 是 一 个 甩 重 根 ,而 不 高 于 它 ， 
这 就 是 说 ,所 有 这 些 行列 式 全 被 (\ 一 0)* 除 尽 , 但 是 其 中 至 少 有 一 
个 不 被 W 一 0)** 除 尽 。 再 假设 , 所 有 的 (mw 一 2) 阶 的 行列 式 以 
和 一 4 为 一 加 重 寝 ,而 不 高 于 它 , 如 此 下 去 ,最 后 ,所 有 的 (m 一 m) 阶 
的 行列 式 以 和 =6 为 一 bn, 重 根 , 而 至 少 有 一 个 (mn 一 m 一 1) 阶 的 行 
列 式 当 入 =a 时 根本 不 等 于 迁 。 显 然 对 阶 数 更 低 的 行列 式 情 况 也 
是 如 此 。 可 以 证 明 , 数 % 是 递 降 的 ,部 
b>h>h > > hn, 
引入 下 面 这 些 正 束 数 ; 
=h—h; l=h hh; 7 Vn — bn, 
而 生 显 然 有 htt li = bo 
二 项 式 : (和 一 Ca; (Ma 8; MO 


@” 它 的 证 明 见 本 管 二 分 其 的 附录 。 
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时 做 相当 于 根 a 的 做 际 人 4 的 视 等 因子。 因此 我 们 对 于 类 际 4 
所 有 的 特征 值 痢 可 以 定义 初等 因子 ,这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 初 徐 因 
也 组 : - 


(A—A)m; (一 jia)o oy (MN), (106) 
这 里 
piipat*** tpp=n 《107) 
数 Xu 之 中 可 能 有 相同 的 。 


在 上 面 我 们 看 到 在 相似 变换 下 哇 征 值 不 变 。 短 隙 的 初等 因子 
钥 也 具有 同样 的 往 质 。 现在 我 们 下 太一 个 新 的 简单 的 短 阵 (4) 。 
这 个 憩 障 的 阶 数 是 6, 主 对 角 黎 上 的 元 素 允 是 o 在 主 对 角 线 下 面 
的 斜 线 上 的 元 素 从 是 1, 其 余 的 元 素 是 雳 ， 
a, 0, 0，…，0; 0 
1, &; 0, + 0, OF 
We (108) 
0, 0, 0, + g, 0 
0, 0, 0, .…, 1, & 
下 面 这 个 结果 是 关于 化 答 隧 成 标准 形式 的 问题 的 一 个 主要 结 “ 
泉 : 如 果 甜 陈 4 的 初等 因子 组 是 (106) ,那么 存在 一 个 行列 式 不 为 
替 的 短 障 本 使 得 
UAU-= [1,, C0), To, (Ne), ,Too (Np) 1 (109) 
应 当 注 意 , 如 果 已 经 知道 了 甜 障 4 私 部 的 特征 什 , 著 么 求 短 际 
六 时 只 用 到 一 些 简单 的 代数 运算 。 如 果 p 一 1, 那么 也 (g) 就 是 数 
a。 就 是 在 有 相同 的 特征 值 的 情形 , 也 可 能 所 有 的 初等 因子 (106) 
都 是 单 芳 的 ,这 就 是 说 ,有 形式 : 
(人 一 2 (OA 一) 3 NN)o 
在 这 个 情形 准 对 角 甜 阵 
[1,, (1), To, (Na) 机 Ppp (Ao) 


T,(0) = 
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就 简单 地 变 成 对 角 短 阵 [A 和 2， *…, 入 ]， 而 矩阵 就 化 成 了 对 角形 
A . 
' 应 当 指 出 ,在 公式 (109) 申 出 现 的 类 阵 不 是 唯一 决定 的 。 特 
别 地 , 如 果 d 是 答 阵 本 的 行列 式 的 值 , 郑 么 我 们 可 以 在 到 式 (109) 
中 把 

品 换 成 Sd 以 及 U 换 成 必 可 DT 


因此 我 们 可 以 认为 在 公式 (109) 中 短 阵 品 的 行列 式 等 于 1。 对 于 
一 般 的 化 矩阵 成 对 角形 式 的 问题 我 们 只 就 浏 这儿 。 在 第 三 乱 第 二 
部 分 的 附录 中 我 们 再 回 到 这 个 问题 。 上 面 已 经 芳 过 , 以 下 我 们 将 
对 特殊 类 型 的 答 阵 详 和 计 洽 这 个 问题 。 

趟 汪汪 明知 限 可 以 化 成 对 形式 的 充分 必要 条 件 症 在 方程 
租 (105) 中 系数 天 的 秩 等 于 n 一 jo, 这 里 ps 是 在 特征 方程 中 禄 
的 重 数 。 如 果 这 个 条 件 满足 ， 那么 方程 粗 (105) 就 决定 jx 个 线性 
无 关 的 矢量 (oz， vat，… ,Vnx) [14]。 

最 后 ,应 蔷 注 意 , 公式 (109) 中 的 短 际 7 不 是 唯一 决定 的 。 对 
于 一 般 的 化 短 陈 成 对 角形 式 的 问题 我 们 只 坑 这 一 些 。_ 上 面 已 经 裔 
过 ,以 下 将 对 特殊 类 型 的 甜 陈 的 问题 作 群 才 的 讨 阶 。 

路 . 变换 和 正 交 变换 “在 这 一 节 和 下 一 节 中 我 们 要 用 到 矢 
最 的 数量 乘积 和 模 长度) 的 概念 ,这 两 个 概念 在 [13] 中 已 经 引 大 。 
我 们 中 得 , 模 (长 刻 ) 的 平方 是 山下 面 的 公式 定义 的 : 

.opP= 人 o)=Blal’, .10) 
或 者 ,在 实 分 量 的 情形 ,是 se 
io 一 总 #。 


这 个 模 的 定义 是 和 一 定 的 基础 单位 矢量 , 电 就 是 坐标 刺 的 逻 
择 有 关 的 。 带 有 上 而 这 个 模 的 定义 的 坐标 系 将 叫做 正规 的 , 或 省 
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笠 卡 尔 坐标 系 。 除 去 矢量 的 长 度 外 我 们 还 用 下 面 的 公式 定义 了 两 
(Ww, Y) 一 妇 人 十 0 二 十 2 (11) 
在 实 矢量 的 情形 这 个 会 式 取 比 较 对 称 的 形式 
(%, Y) = wy 22Yys+ + vyn o 
由 (111) 推 知 , 如 果 交 换 和 拓 量 的 次 序 , 还 么 数量 乘积 的 种 就 变 戌 它 
的 共 乾 数 , 朗 
(y, w) = (%, Y)。 (112) 
如 果 两 个 矢量 的 数量 系 积 等 于 雳 ,就 称 为 是 垂直 的 或 者 是 正 交 的 。 
在 以 下 ,如 果 不 特 别 声 明 的 话 , 总 是 假定 我 们 的 讨论 是 在 笛 卡 
尔 坐 标 系 下 。 因此 ，, 那些 相当 于 从 一 个 第 卡尔 坐标 条 到 另 一 个 笛 
卡尔 坐标 条 转换 的 厂 性 奕 换 就 有 了 特殊 的 意义 。 我 们 知道 , 每 个 
从 一 个 坐标 孙 到 男 一 个 坐标 系 的 转换 稳 相 当 于 一 个 分 量 的 六 性 变 
换 。 假 设 我 们 有 这 样 一 个 变换 
(0 Yay pp 0 =U (v1, oa 0 (113) 
而 且 原 小 的 坐标 系 是 币 卡 尔 坐 标 条 。 要 使 得 新 的 坐标 漆 仍 旧 是 向 
卡尔 坐标 系 , 它 的 充分 必要 条 件 是 ,在 新 坐标 系 中 矢 晤 的 长 度 也 是 
由 分 量 模 的 平方 和 玫 示 , 即 
Jyls+ et yl v1 |? [vn |? (114) 
我 们 来 证 明 , 此 时 数量 乘积 在 新 的 坐标 系 中 也 是 由 与 (111) 一样 的 
公式 表示 。 事 实 上 ,假定 在 原来 的 坐标 系 下 我 们 有 了 两 个 矢量 
Th, 02 Vn) 和 2 (01 C2 + 1) , 
并 且 在 新 坐标 系 中 对 应 的 矢量 是 
Y V1 Yay Ya) A YY, yz Yh) 
我 们 作 两 个 新 的 矢量 3 一 2 十 ww 和 丝 = 纪 十 和 ， 它 们 的 分 量 是 
《zz 十 20) 和 (wr 二 sm%) 。 假 使 条 件 (114) 适 合 ,我 们 就 有 : 
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站 + 风 全 + 天 = 由 二 购 (t+ 
再 根据 (114) ,就 得 到 


Ty 一 加 (pt oT) (1151) 


因为 . 窒 |wl= 训 mj? 和 高 |W: 一 祯 lb。 
同样 地 : 


Vetiyh) (ys—ig) 一 站 (Set bt) (Tp—i 4) 


从 而 
SB Wy) = Di wh) 。 (15%) 
由 等 式 (1151) 和 (115s) 即 得 
避 w 访 ma (116) 


这 就 是 说 ， 数量 乘积 的 确 还 是 由 以 前 的 公式 表示 。 因 之 ， 如 果 变 
换 (118) 适合 条 件 (114) ,那么 它 也 适合 条 件 (116) ,也 就 是 说 ,保持 
数量 敢 积 的 值 不 变 。 反 过 来 , 如 果 在 (116) 中 设 人 必 =%z， 从 条 件 
(116) 就 推出 (114) ,因为 两 个 相同 的 矢量 的 数量 乘积 显然 就 是 矢 
量 长 度 的 平方 。 适 合 条 件 (114) 或 者 条 件 (116) 的 线性 变换 通常 听 
做 可 变换 。 
如 果 考 虑 实 容 间 和 实 线 性 变换 的 短 陈 ,那么 条 件 (114) 就 简 童 
依 十 咀 十 … 十 急 二 3 十 姐 十 … 十 和 0 (117) 
而 相当 的 实 变换 中 做 正 交 变换 。 它 显 然 是 7 变换 的 一 个 特殊 情 
形 。 
现在 我 们 来 肯 明 UV 变换 的 一 些 基 本 性 质 。 用 wr 代表 敌阵 U 
的 元 素 , 对 变换 (13) 我 们 把 条 件 (HL4) 完全 写 出 来 : 
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> [wsit Tenn |? = > [oil? 
AI 人 1 
或 者 是 
《pa 十 二 2) Vind1 tT pan) 一 rT 。 (118) 


把 公式 左边 的 括号 打开 并 让 wpzy 的 系数 等 于 1, 而 wzu(2 关 9) 前 
的 系数 等 于 0， 对 忌 变换 的 元 素 我 们 就 得 到 一 个 充分 而 必要 的 条 
件 , 它 写成 下 面 的 形式 : 
3 |wrp| ?=1 (p=1, 2，…，m) ， 
3 (119) 
局 wenuna 一 0 (2 关 9)，| 
这 就 是 说 ,每 一 列 元 素 的 模 的 平方 和 必须 等 于 1, 而 一 列 的 元 过 与 
另外 一 列 相当 元 素 的 共 翰 数 的 乘积 的 和 必须 等 于 雾 。 有 时 候 这 些 
条 件 写 成 : 
2 pppg =6pgs . (120). 
这 里 6 是 单位 答 阵 的 元 素 ， 部 
0 (pz*9) 
Gpg= 
恒 《2 一 0) 。 
上 面 我 们 是 对 恒等式 (118) 求 应 用 未 定 系数 法 。 当 然 ,这 是 适 
合 恒等式 的 充分 条 件 。 和 如果 和 给 zx 一 些 特 定 的 值 ,那么 不 难 证 明 同 
类 项 系数 的 相等 也 是 必要 条 件 。 
我 们 取 行 烈 式 DC(4) 以 及 由 共 乾 元 素 组 咸 的 行列 式 D(A)。 
用 刻 列 租 情 的 方法 [6] 把 它们 乘 起 来 ， 根据 (19) 我 们 就 得 到 单位 
短 际 的 行列 式 ， 也 就 是 等 于 IT。 在 另 一 方面 ,显然 这 两 个 行列 式 的 
值 是 互相 共 齐 的 复数 ,从 这 里 直接 推出 
| 了 (G4) ?=1, 
这 就 是 说 , UV 短 阵 行列 式 模 的 检 故 等 于 1。 换 句 医 说 , U 短 阵 的 


(121) 
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行列 式 的 横 等 于 工 , 凶 就 是 说 它 等 于 一 个 形式 为 6 的 复数 , 这 里 
9 是 实数 。 
”我 们 引入 呈 的 转 置 短 陈 DY。 条 件 (119) 通常 叶 做 关于 烈 的 
正 交 条 件 , 它 可 以 号 成 下 面 这 个 矩阵 等 式 的 形式 : 
UWU=I, (122) 
这 相当 于 
U-!1~ U9, ” (128) 
这 就 是 说 , 如 果 一 个 矩阵 是 T 和 矩阵; 那么 它 的 道 算 阵 就 等 于 它 的 
厄 密 特 兴 地 短 阵 。 
六 的 逆 变 换 IT-: 是 玻 示 从 矢量 z 到 矢量 w 的 转换 。 它 显然 
也 满足 可 短 阵 的 条 件 (114) , 效 就 是 说 , 如 果 可 是 一 个 短 阵 , 屠 
么 它 的 道 I-: 也 是 本 短 阵 。 痪 名 话说 ,根据 (128) 短 阵 从 也 是 一 
个 如 短 阵 , 它 的 列 也 适合 正 交 条 件 。 但 是 要 的 列 是 了 的 行 。 因 之 
我 们 可 以 首 定 ,在 矩 陈 中 不 但 是 型 , 同时 行 也 适合 正 交 条 件 ,这 
就 是 说 ,与 公式 (120) 同时 我 们 还 有 公式 


2 Upwlinh ~— Ona o ' (124) 


同 粹 地 ,如 果 甜 阵 Da 和 Us 适合 条 件 (114 ,那么 它们 的 乘积 UU 
显然 馆 适 合 这 个 条 件 , 这 就 是 说 , 两 个 上 算 阵 的 蒙 积 也 是 一 个 也 
甜 阵 。 

我 们 来 举 出 表示 UV 短 阵 的 定义 的 两 种 不 同 的 方式 

.IUxl?=|z|? 或 (Uw, UY') = (%, %'), (1251) 
这 里 在 后 面 的 等 式 中 w 和 2' 是 任意 的 矢量 。 

我 们 现在 来 指出 在 Z 矩阵 的 元 素 全 是 实数 时 所 产生 的 情况 。 
上 面 已 经 人 谣 过 ,在 这 个 情形 下 它 必 做 正 交 敌阵 而 和 它 对 屿 的 变换 
是 做 正 交 变换 。 在 这 个 情形 下 代替 公式 (120) 和 (124) 我们 有 下 面 
的 公式 : 
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nn n 
己 UppUpa — pg; > Upuigp— Opa o (125,) 


园 时 变换 的 行列 式 显然 一 定 是 实数 , 所 以 它 的 值 只 能 等 于 
士 1。 半 亲 空 间 中 的 这 些 实 正 交 变换 就 是 我 们 在 [80] 中 所 讨 芥 的 
三 礁 空 间 中 这 种 变换 的 一 个 推广 。 此 外 ,在 实 系数 的 情形 下 , 就 
等 于 To, 这 就 是 说 ,把 T 的 行 换 成 列 就 得 到 造 变换 U-1。 

我 们 再 指出 ,任何 一 个 复数 ez, 其 中 9 是 实数 ,如 果 把 它 看 成 
短 陈 [ee,ee，…，eo]， 就 是 一 个 D 短 阵 ， 如 太 是 一 个 T 短 阵 ， 那 
么 乘积 erIJ 还 是 一 个 烦 障 。 数 和 众 障 的 乘积 的 意义 在 [ 贴 ] 中 
已 烃 扶 过 。 

29， 茧 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 “ 在 这 一 节 里 我 们 要 求证 明 -一 个 不 
等 式 , 它 是 我 们 以 后 常用 到 的 。 在 第 二 父 里 我 们 已 经 给 了 这 个 不 
等 式 的 推 花 [II; 1586] 。 这 个 不 等 式 是 :不 论 oil aa …, a 和 Bi 
Bs，…， Bn 是 怎样 的 实数 ,我 们 有 : 


( Spr) < 电导 六 6 (126) 
并 且 等 号 在 而 且 仪 在 wz 和 Bx 成 比例 时 才 成 立 , 即 
B1_ Ba_... Bn 
a a = es (127) 


设 上 是 任意 一 个 实数 。 我 们 作 
S~ DB os-802 
它 显然 是 >0。 等 号 在 而 且 仅 在 
B1_B:_,.. Bn é 
= ER 


QO1 Qa 


时 吉成 立 ,在 这 个 情形 下 ,显然 是 ” 
(Sm8:) = 训 呈 训 民 。 
一 般 说 来 ,把 胡 达 式 8 中 的 括号 打开 ,我 们 得 到 一 个 二 次 三 项 式 
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= 4 _3BE-LO， 
其 中 4= 阅 c 3- 局 ma 0 站 有 
这 个 三 项 式 对 所 有 实 的 上 称 >>0, 由 此 扒 知 : 40 一 PP>0, 即 ， 
B2< 40, 这 就 是 不 等 式 (126) 。 
如 果 瑟 一 40= 0, 那么 三 项 式 对 于 某 一 实数 & 就 必须 等 于 
” 雾 , 因 此 我 们 知道 , 它 就 必须 适合 条 件 (127) 。 反 过 来 ,如 果 这 个 条 
件 满 足 , 公 式 (126) 中 等 号 就 成 立 。 现 在 我 们 假定 we 和 Bw 是 复数 。 
注意 到 和 的 模 去 各 项 模 的 和 ;我们 得 到 : 
| 2 QpBr |asl |Bzx| 
后 面 的 和 是 由 正 项 粗 成 的 ,对 它 用 不 等 式 (126) , 即 得 ; 
| 访 m8| < 总 la 训 185 (1281) 
Kk=l1 k=1 大 一 人 
不 难 证 奶 , 在 a 和 Bs 是 复数 的 情形 下 , 等 号 在 而 且 仅 在 | cx | 和 
1B | 成 比例 并且 所 有 的 敢 积 Bs 有 相同 的 贸 角 时 才 成 立 。 不 等 
式 (126) 不 仅 能 应 用 到 和 ,同时 对 积分 也 能 应 用 , 以 前 已 纸 提 到 过 
这 一 点 [II; 156]。 如 果 有 (2) 和 fo(2) 是 区 间 和 ps 上 的 两 个 
实 丽 数 , 郑 么 对 应 于 积分 的 不 等 式 是 : 
[fi@ ee] < oar ee。 Ga 
事实 上 ,我 们 作 表 和 达 式 ; 


AO A 


-& | 脏 (o) dn—2é| FC8) fale) dz+| (wag, 


这 里 和 是 仔 总 实数 。 由 左边 的 形式 得 知 , 这 个 表达 式 对 任何 的 实 
数 & 都 不 会 是 贷 的 。 而 从 初等 代数 我 们 知道 ,如果 三 项 式 4 如 一 
一 288 十 0 对 所 有 的 实数 上 都 是 非 负 的 ， 那么 40 一 B? 之 0。 把 这 
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个 结果 用 到 上 面 的 三 项 式 就 得 出 不 等 式 (126,) 。 这 个 不 等 式 对 于 


积分 是 B,J. 豆 雅 科 赤 斯 基 第 一 个 证 明 的 。 对 于 和 是 色 犀 发 现 


的 。 


30. 数量 乘积 和 模 的 性 质 ” 现 在 我 们 来 指出 一 些 数量 乘积 和 
模 的 性 质 。 应 用 不 等 式 (126;) 着 且 注 意 汉 | 名 | 一 yl 我 们 可 以 


写 下 : 
|(%, 2 1°— 


La Er 
区 Vk YE 
k=l1 


< 3 |zx|? Jyrl?, 
好 | 
|(w, 2 |<lzl -lyl。 
现在 来 证明 所 启 的 三 角形 焊 则 
‘x+yl<|el+tlyl, 
我 们 有 : 
Iz+g)= (2+Y, T+Y) = 
=(%, FX)+ (Y, Y)+ YL, Y) + (Y, %), 
或 者 ,利用 (128) 即 得 : . 
“z+gyl?< Iwl? + lyr2iwl y= (zl) + yD?, 
由 此 推出 (129)。 


(128) 


(129) 


最 后 ,我 们 来 考察 坐标 系 的 选择 对 于 宏 间 度量 的 影响 ,了 世 就 是 
对 于 矢量 长 度 焉 方 的 胡 达 式 的 影响 。 假 设 我 们 了 到 了 一 个 新 的 化 标 
系 来 代 奉 基础 笛 - 卡 尔 坐标 系 , 而 且 作 为 基础 单位 矢量 的 是 一 些 线 


狂 无 关 的 矢量 
2D，2020，.…，200。 
对 任 一 个 矢量 我 们 有 : 
w= 


这 里 妈 是 它 在 新 坐标 地 中 的 分 基 。 


这 个 矢量 长 诬 的 丕 方 是 由 它 和 自身 的 数量 乘积 米 淡 示 的 , 即 


el2= (812 二 二 2 2 二 2 ) ， 
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根据 以 前 的 公式 展开 ,对 于 矢量 长 度 的 平方 我 们 就 有 下 面 的 天 大 
式 : ”1 


[x)= 2 C2 (180) 
这 里 系数 aww 按 下 面 的 公式 决定 


Ciz 一 (20 200) 。 
把 指标 互 换 ,显然 就 变 成 它 的 共 堪 数 , 鲫 
Wig = xto (181) 

， ”这 种 形式 为 (180) 旦 系 数 满足 条 件 (13 了 ) 的 和 通常 时 做 厄 蜜 特 
型 。 显然 地 , 每 一 个 形式 为 (180) 且 适 合 条 件 (181) 的 表达 式 对 于 
所 有 可 能 的 复数 此 都 只 取 实 数值 ， 因 为 对 于 《 尖 人 和 (130) 中 的 两 
项 是 互相 共 乾 的 , 而 根据 条 件 31) 项 arp|zx1? 的 系数 ww 是 实数 。 
此 分 ， 根据 厄 密 特 型 (180) 的 来 源 , 我 们 可 以 肯定 , 和 (180) 是 非 钢 
的 , 并 且 在 而 且 仅 在 所 有 的 和 一 为 零 时 才 会 等 于 雳 。 公式 (180) 
定义 了 在 新 坐标 末 下 空间 的 度量 ; 

度量 41830) 将 和 笛 卡 尔 坐标 系 中 的 度量 (110) 一 样 ,如 果 

46 一 0 当 了 关 有 和 Qawx=1 

或 者 是 (zt Et =0 当 cE, 和 (CA 2%)) 一 工 
换 条 话说 就 是 ,我 们 取 作 单位 矢量 的 矢量 2% 是 互相 正 交 的 单位 
矢量 (长 度 为 1 的 )。 

我 们 注意 , 如 果 到 式 (113) 定义 了 一 个 矢量 的 分 量 的 太 变换， 
那么 相应 的 坐标 系 的 变换 由 囊 

Tco- 

葵 出 , 它 是 如 的 道 步 变换 。 在 这 个 情形 下 ， 根据 (428) 这 个 表 竺 于 
坡 0D, 而 对 于 实 的 正 交 变换 它 就 是 自己 。 . 

31. 矢 最 的 正 交 化 插 委 ”假设 痊 了 任意 的 办 个 姥 性 无 关 的 舌 
莉 ED, wD 00D。 形式 为 - 
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O18 VF Oo tt Om 
的 矢 基 的 全 体 , 其 中 Ox 是 任意 的 系数 ， 当 mn 时 就 是 我 们 的 空 
间 , 而 当 %<% 时 , 它 定义 一 个 % 杂 的 子 空间 有 B,。 我 们 来 证 明 , 我 
们 总 可 以 做 出 mr 个 互相 正 交 而 又 长 度 是 1 的 矢量 , 它们 和 矢量 
40 一 样 生成 子 空间 ,。 换 名 语 说 , 这 些 新 的 正 交 的 长 度 为 工 的 
矢量 z 可 以 由 2 线性 表示 , 并 且 反 过 来 , 2 也 可 以 由 3 线 
性 表示 。 这 些 矢量 可 以 按 下 面 的 格式 来 作 : 
2 一 gw) 
YY= 0 — (wD, gD i 
= 3)— (008)， 2 2 — (2&5, >‘)) 多 (2) 


其 中 


2 A 
2 i 


矢 最 2 中 等 于 gy 中 用 9 的 长 度 除 , 因 之 2 中 的 长 度 是 1。 然 
I y。 由 它 的 定义 直接 推 知 , 它 和 2 正 


让 


人 


(8 ，20D) = (oo(2，20) 一 (20，2G) (gD, zd) 一 0 。 

用 y 的 长 度 除 ,就 得 到 2 中 。 然 后 表 按 照 上 面 的 公式 作 
矢量 y。 由 此 起 楼 推 知 , 它 和 2 中 与 2 中正 交 。 

因为 ,根据 z 和 z@) 的 正 交 性 ,我 们 有 

(yy, 2°%)) 一 (wv 2°2)) sel (2 2 (2 200) 一 0 > 

用 9 中 的 长 度 除 y, 就 得 到 2 ,如 此 下 去 。 

所 有 这 些 新 作出 的 矢量 全 可 以 由 ”2 线性 表示 。 反 过 来 也 不 
难看 出 , w ”可 以 由 2" 表示。 为 了 这 一 点 我 们 只 露 要 逐步 地 从 
上 面 的 等 式 中 解 出 % 中 , % ,等 等 。. 

我 们 应 当 注 意 , 在 新 作出 的 矢量 8 ” 中 没有 一 个 会 等 于 圭 。 
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事实 上 ,如 果 在 计算 的 某 一 步 我 个 得 到 了 一 个 矢量 y 中 是 才 , 哮 
么 ;因为 它 可 以 由 ww 路 线性 表示 , 井 且 w0 在 这 个 线性 表达 式 中 的 
深 数 是 1, 我 们 就 得 到 了 一 个 矢量 w69) 之 关 的 线性 关系 ,这 与 这 些 
矢量 是 线性 无 关 的 条 件 违 背 。 

我 们 记得 ,如 果 有 了 一 钥 不 等 于 i 
们 一 定 是 线性 无 关 的 。 

如 果 m= 二 n, 那么 z@9 就 给 出 了 一 粗 组 成 币 卡 尔 坐 标的 正 交 
单位 矢量 。 和 如 果 m%<n, 那么 为 了 得 到 一 个 完 双 的 馆 卡 尔 坐 标 系 ， 
我 们 就 需要 在 作出 的 矢量 2 之 外 再 作 (m 一 mm) 个 矢量 ,它们 相互 
之 关 以 及 和 矢量 2 都 是 正 交 的 。 这 样 一 来 , 这 些 新 的 单位 矢量 

就 生成 一 个 他 一 吧 ) 维 的 子 空间 Rm, 它 和 子 空间 BR 正 交 [12]。 
这 些 新 的 所 要 求 的 矢量 4 必须 适合 方程 租 
(WU,. LD) =0, 9 (2 化 CD) 一 0 二 

这 里 我 们 有 了 一 个 售 有 个 未 知 数 的 mr 个 齐 次 方程 的 方程 
租 , 三 且 由 于 矢量 wo 是 线性 无 关 的 [12] , 方程 租 的 秩 等 于 m。 这 
个 方程 租 有 (nm 一 m) 个 缕 性 无 关 的 解 ,也 就 是 说 , 我 们 得 到 (n 一 m) 
个 线性 无 关 的 矢量 。 对 这 些 矢 量 应 用 上 面 讲 过 的 正 交 化 手 绪 并 把 
长 度 化 成 1, 我 们 就 得 到 一 个 六 性 无 关 矢 量 的 完全 粗 ， 

我 们 再 注意 一 点 。 由 正 交 单位 矢量 2 中 生成 的 子 空间 豆 , 还 
可以 由 其 他 的 正 交 单位 矢量 租 生成 。 事实 上 , 我 们 只 需要 对 矢量 
三 2 中 施行 -一 个 变换 就 行 了 。 因 此 我 们 看 到 ,矢量 租 正 交 化 的 
手 纳 可 以 用 不 同 的 办 法 来 做 ， 而 上 面 所 蔽 的 办 法 只 痊 出 了 可 能 的 
水 法 之 一 。 

388、 化 二 次 型 为 平方 积 ”在 空间 中 我 们 来 考虑 一 个 中 心 在 原 
点 的 二 次 曲 靳 

.422 十 是 大 十 C22 十 2Daooy 十 2 有 zz 二 27 十 G 一 0。 
我 们 总 可 已 选择 一 个 新 的 学 标 系 . (2', Y', 2) 使 得 变换 后 的 方 
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程 只 含有 坐标 平方 的 项 , 这 就 是 说 , 使 变换 后 的 方程 有 下 面 的 形 
起 : Wi 
Mv Ay ?+A GS=0, 
间 题 归 精 济 找 这 样 一 个 变数 (%, y, ?) 和 (wy y', *) 之 则 的 正 
次 变换 , 它 把 方程 左边 的 全部 二 次 项 化 成 平方 和 。 对 于 色 准 的 实 
空 闻 我 们 要 提出 相似 的 问题 。 假 设 我 们 有 了 一 个 %% 个 变数 的 实 二 
次 型 : 


9 (On Da, *'', Wn) = 袜 ounon (184) 
而 县 wu 蚌 实 系数 ,适合 条 件 
QU 一 Cifo 《135) 


在 前 面 的 例子 里 我 们 可 以 看 度 6 二 Wi, 0 一 0ay 2 一 8 以 及 ci 一 
=A; 0aa 一 也 ; gs8=0; aa 一 0 一 万 018 一 0al 一 逆 ; 0os 一 cas 一刀 。 
由 元 素 ar 租 成 的 答 障 我 们 上 时 做 二 次 型 (134) 的 短 际 。 这 个 短 
隙 是 对 称 的 , 即 等 于 它 的 转 置 。 
假定 引入 了 新 的 变数 ,我 们 把 二 次 型 化 到 新 的 变数 , 而 且 
变换 是 : 
(wi, vn) =.B (wh, 二 二 ol) ， (136) 
其 中 敌阵 B 的 元 素 是 gz 。 把 表达 式 (186) 代 大 (184)， 即 得 ; 
9 -Dar (Butt +t bg) (britt + + Dad) 。 
去 括号 ,对 Pp 六 9 我 们 得 到 必 必 的 系数 : 
a (binbya + Drabrey) 。 
利用 (485) 不 难看 出 ,下 个 表达 式 的 一 个 就 等 于 7 
于 br, Dan Dyg A 
一 因此, 同样 地 整理 pg 的 项 , 我 们 看 到 在 新 的 变数 下 二 次 型 
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是 : 
Ci (187) 
其 中 ou=ox= 妆 ba > GisDsy o 
t= s=1 


对 s 求 和 答 出 {4B}s。 对 于 因子 59; 如果 把 t 看 作 列 数 , % 看 
作 行 数 ,那么 5 就 是 转 吐 算 阵 的 元 素 {BY 站 4, 从 而 


oz 一 ou 一 它 人 3 jw {4B}iz， 


这 就 是 说 ,变换 后 一 次 型 (137) 的 矩阵 是 彼 变 换 前 二 次 型 的 短 阵 4 
和 变换 短 障 B(1836) 技 下 面 的 办 法 确定 : 
0O=B*AB, (188) 
如 果 变 换 (136) 是 正 交 的 , 那么 对 于 正 交 短 阵 B， 转 置 矩 体 
,8B%) 就 等 于 逆 短 阵 B-+, 在 这 个 情形 代替 公式 (188) 我 们 有 公式 : 
0=B-14B。 (139) 
因此 , 关于 找 一 个 正 交 变换 (136) 把 二 次 型 (184) 化 成 于 方 和 
的 问题 就 相当 于 找 一 个 正 交 甜 阵 B, 它 使 甜 际 (139) 就 简单 地 是 一 - 
个 对 角 和 矩阵 [hx，…，X] ， 因 为 一 个 焉 方 和 的 二 才 型 的 矩 陈 就 是 一 
对 角 短 阵 ,而 且 元 素 )x 就 是 平方 项 史前 的 系数 。 于 是 象 以 前 一 
样 ,我 们 应 当 有 
B-1AB= [Mi, .…, Mn] 
或 者 
AB=—B[IM, +, Ml]o (140) 
， 应 区 注 意 ,在 这 里 答 限 4 不 是 任意 的 甜 阵 ， 而 是 实 对 称 和 矩阵， 
同时 8 必须 是 正 交 短 阵 ,我们 将 接 在 [27] 中 讨论 一 般 情形 时 所 用 
的 办 法 来 做 。 把 大 程 (140) 改写 成 : 


习 atsDoxz 一 和 xp o (141) 
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从 这 里 对 于 甜 阵 号 的 第 不 列 元 素 我 体 有 郊 个 方程 。 引 入 一 -个 
分 量 为 (0az，…，Dm) 的 矢量 w0， 我 们 就 可 以 把 上 面 这 个 方程 写 
成 : 

4 一 和 xD (4142) 
把 (4 的 项 至 移 到 -一边 ,为 了 确定 Dis, …， 8 我 们 有 于 个 齐 

次 方程 
(Qi1~— Ne) bin Gada Gnd = 0 
Qa1D1g + (Qa — Me) bagt+ "+ LanDns = 0 


Qnibir + Gnaban T+ (Gun — Np) bnp— 0.o 
这 个 方程 租 的 行列 式 必须 等 于 需 , 因 此 对 于 数 hy 我 们 得 到 了 
一 个 % 次 代数 方程 : 


(148) 


CUT 一 人 WIZ y CTn 
Ualy az 一 人 an =0。 (144) 
Qn1y Cn2 “0 Gan 一 人 


我 们 知道 ,这 就 是 算 务 4 的 特征 方程 。 

首先 我 们 来 脖 明 , 对 于 实 对 称 短 陈 4 方程 (144) 的 抠 公 是 实 
的 。 我 们 预先 狂 二 次 型 一 个 新 的 写法 。 设 g 是 一 个 分 最 为 (1， 
0) 的 矢量 , 它 是 实数 的 或 者 是 复数 的 ,而 4 是 一 个 敌阵 , 它 的 
元 来 aw 是 任意 的 。 我 们 作 数 量 乘积 : 


(Aw, w) 名 TilQnti+ ot) 。 


搜 可 以 写成 : 

(AX, KY) = Sanzio o (145) 
如 果 适 合 条 件 

au 一 az (ar 是 实数 ) ， {146) 


尘 乏 这 就 是 一 个 厄 密 特 型 ， 它 的 全 一 定 是 实数 。4 是 实 对 称 第 阵 
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的 情形 只 是 条 件 (146) 的 一 个 特殊 情形 。 如 果 同 时 矢量 2 的 分 量 
也 是 实数 ,那么 公式 (145) 给 出 二 次 型 (43 鸭 ) 。 
现在 来 证 明 方程 (144) 的 根 全 是 实 的 。 设 入 是 这 个 方程 的 一 
个 根 。 于 是 方程 (143) 就 给 出 矢量 w 吧 的 分 量 (实数 或 者 复数 ) ,这 
个 矢量 适合 方程 (142) 。 求 这 两 边 和 矢量 x 中 的 数量 乘积 。 我 们 - 
得 到: 
Iz 2Xx 一 ( Aw, (9) 了 
我 们 看 到 , 右边 的 表达 式 是 实数 , 因 之 x 也 是 实数 。 这 样 一 
米 ,我们 证 明了 方程 (144) 的 根 公 是 实 的 ,不 但 对 于 实 对 称 短 阵 , 同 
时 也 对 于 适合 条 件 (146) 的 甜 际 。 这 样 的 和 矩阵 通常 叫做 厄 窗 特 挎 
隙 。 - 
在 所 讨论 的 情形 中 方程 (143) 的 系数 是 实数 , 因 之 我 个 可 以 认 
为 x" 的 分 量 也 是 实数 。 现 在 我 们 来 证 明 , 如果 和 和 和 % 是 方程 
(144) 两 个 不 同 的 根 , 那 么 相应 的 适合 方程 (142) 的 两 个 矢量 2 
和 wto 互相 正 变 。 技 条 件 我 们 有 
do) 一 和 oW(D); 2) 一 和 op(2)。 
第 一 个 方程 用 we) 作 数量 乘积 ,第 二 个 用 wo) 作 数量 乘积 , 然 
后 相 减 , 印 得 : 
(A%®, 8) 一 (0 ALY) 一 (一 No) (ZW 。 (147) 
现在 来 证 有 明 , 对 于 任意 两 个 矢量 和 9 (实数 的 或 复数 的 ) 只 
要 甜 体 4 的 元 素 适 合 条 件 (146) 下 面 的 公式 成 立 
(Ax, 2) 一 (C，42)， (148) 
事实 上 ,公式 (148) 的 左边 是 : - 


(4 ¥Y) -如 (ap 十 十 Gzr0o) yy 2 Civ, 
或 者 ,由 于 (146): 
(hr, Y) = Dour 


126 高 等 数 学 教程 


这 就 是 公式 (148) 右边 的 结果 。 实 正 交 敌阵 是 厄 密 特 短 阵 的 
一 个 特殊 情形 , 因 之 这 个 公式 对 实 正 交 短 阵 也 对 。 根 据 (148) ， 
(47) 的 左边 等 于 零 , 但 四 关 和 所 以 (ww 的) 一 0， 这 就 是 衣 ， 
矢量 2 和 zw 的 确 是 正 交 的 。 在 它们 是 实 矢 量 的 情形 , 正 变 的 
条 件 就 是 它们 分 量 乘积 的 和 等 于 雳 。 

如 果 方 程 (144) 有 不 同 的 根 , 沙 么 我 们 就 有 了 郊 个 互相 正 交 的 
实 矢 最 woD。 方 程 (142) 对 w 中 是 线性 齐 次 的 , 因 之 我 们 可 以 把 这 
个 方程 的 解 乘 以 任意 常数 。 因 之 ， 我 们 可 以 认为 上 而 所 吕 的 矢量 
ww 个 痢 是 长 度 为 1 的 。 

这 些 矢 量 的 分 量 狂 成 撼 障 B 的 列 。 换 名 话说 , 这 个 短 阵 的 列 
适合 正 交 条 件 而 因此 是 一 个 正 交 和 矩阵。 因此 ,在 方程 (444) 有 不 同 
的 根 这 个 假 害 下 ,我 们 用 正 交 变换 化 二 次 型 成 丕 方 和 的 问题 ,或 者 
化 矩 障 4 成 对 角形 的 问题 是 解决 了 。 数 jx 有 时 候 时 做 短 潮 4 的 
特征 值 , 而 矢量 ww 吓 做 这 个 甜 障 的 特征 矢量 。 

33， 特 征 方程 有 重 根 的 情形 ”现在 我 们 转 入 一 般 情 形 的 讨 
论 ,就 是 方程 (144) 可 能 有 重 根 的 情形 。 我 们 取 方 程 (144) 的 一 个 
根 入 ~ 和 着 找 出 一 个 与 之 相应 的 方程 (142) 的 解 。 这 是 某 一 个 长 
刻 为 的 实 矢 量 wD。 再 添加 m 一 工 个 实 的 单位 矢量 , 使 它们 共同 
狂 成 一 个 完 双 的 正 交 单位 矢量 租 [3811 。 我 们 知道 , 从 原来 的 坐标 
转换 到 这 个 新 的 坐标 ,是 由 矢量 分 量 的 一 个 正 交 变换 来 走 示 ,而 和 矩 
二 4 就 变 为 相似 短 陈 41 二 B714B, 。 对 应 于 这 个 新 的 短 障 ,方程 

4 一 We (149) 
以 矢量 w 作为 它 与 特征 值 和 = 和 hi 相应 的 一 个 解 (特征 值 绝 过 相 
似 变 换 不 换 ) , 矢量 x 中 现在 窜 取 作 第 一 个 单位 矢量 , 因 之 它 的 分 
量 是 (1 0,…, 0) 。 把 这 个 解 代 久 方程 (149) , 得 : 
A1d, 0， SS 0) 7 (ay 0， NE 0)， 
从 而 立即 得 出 第 一 列 的 元 素 : 
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{Mu=h; {Ai}a= {di}a= "= {du=0。 (150) 
现在 来 证 明 , 实 矩阵 41 也 是 对 称 的 ,也 就 是 说 ,区 等 于 它 的 转 
时 。 因 为 - 
AP= (BF1AB) 一 Bi 400B4o2-1。 


但 是 根据 矩阵 Bi 的 正 交 性 : 
了 Bf 一 Bi 和 B=B,, 
于 是 4 一 41 。 


注意 到 公式 (150) 以 及 短 阵 41 的 对 称 性 ,我 们 可 以 写 下 : 
{Ai}is 一 和》 {di}a= {di}1a=*= {A1}n= {Ai}1,=0, 
这 就 是 说 , 在 矩阵 41 中 所 有 的 第 一 行 和 第 一 列 的 元 过 , 除去 
{4jja= 和 外 ,至 是 堵 , 序 , 甜 陆 4 有 下 面 的 形式 : 
Ai 0， 9 0 
.41 一 0， 6 和， Ts CO 多 ， 
0， a , SE a 
这 里 我 们 以 名 去 41 的 元 素 。 
在 新 的 变数 下 二 次 型 有 下 面 的 形式 : 
P= MY + Say Wo 
这 样 一 来 ,我 们 分 出 了 一 个 丕 方 项 并 且 引 导 到 一 个 % 一 1 个 变 
数 的 二 次 型 的 讨论 
总 ogg 
或 者 同样 地 , 引导 到 一 个 相应 的 2 一 工 阶 垂 障 Ca 的 诗 论 , 它 是 短 
了 4 的 一 部 分 。 现 在 在 由 后 mn 一 1 个 单位 矢量 所 生成 的 n 一 1 杂 
子 空间 中 用 和 .上 面 完 从 一 样 的 办 法 ， 就 可 以 找 出 一 个 单位 矢量 


ww 中, 它 是 方程 
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O18 = NR 
的 解 。 
显然 这 个 矢量 和 矢量 % 中 是 正 交 的 。 第 二 个 变换 保持 % 中 不 
变 , 耐 把 其 余 的 单位 矢量 变 到 另 一 钥 互 相 正 交 的 单位 矢量 ,新 单位 
矢量 中 的 第 一 个 就 是 中 。 在 这 租 狐 的 变 摸 下 二 次 型 gp 有 下 面 的 
形式 : 


9 — My + hy + afty o 


继 秆 这 样 做 下 去 , 最 后 我 匀 把 二 次 型 化 成 了 在 方 和 , 也 就 是 
说 , 把 相应 的 乍 阵 化 成 了 对 角形 式 。 这 是 施行 一 系列 的 正 交 变换 
的 结果 ,显然 这 可 以 由 一 个 正 交 变换 B 得 到 ，B3B 就 是 这 些 变换 的 
篆 积 。 

最 后 的 对 角 短 际 

B-14B= [X, *…, hl (151) 
和 原来 的 短 体 4 是 相似 的 , 因 之 它 的 特征 方 程 
人 


0， 六 
和 方程 (14 一样, 换 甸 话 说 ,在 化 得 的 二 次 型 
作 一 和 0 十 ,十 和 0 (152) 
中 下 方 项 前 的 系数 )x 就 是 方程 (144) 的 根 ， 苦 旦 符 一 个 重 根 在 这 
里 重复 出 现 的 次 数 就 等 于 它 的 重 数 。 

我 们 知道 ,最 后 的 正 变 变 换 8 的 每 一 刻 输 出 了 方程 以 42) 的 
解 矢 量 , 兰 上 是 由 求 卫 的 规划 可 以 推 知 ,与 它们 每 一 个 相应 的 值 Xs 
就 是 二 次 型 (152) 中 相应 变数 前 的 系数 。 我 们 来 更 确切 地 指出 这 
个 关系 。 适 合 条 件 (140) 的 正 交 变换 B 按照 (136) 把 变数 (21,…， 
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协 ) 变 到 变数 (co…， om) 。 
道 变换 3-: 就 是 B 的 转 甘 ,这 就 是 部 ,我 们 有 : 

多 一 Dixz0i 十 十 Do (b=1, 2， 1) (153) 
兰 且 分 最 为 (Diz， …， Ba) 的 矢量 zw 是 方程 (142) 在 和 = 时 的 
解 。 

最 后 我 们 来 证 朋 我 们 是 找到 了 方程 (142) 全 部 的 解 。 首先 ， 
由 前 面 的 推理 知道 ，)x 必须 是 方程 (144) 的 根 。 我 们 取 这 个 方程 
的 任意 一 个 根 X, 并 且 为 了 明确 起 见 假 定 它 的 重 数 是 三 ;并 且 可 以 
认为 = 为 = 和 =hs。 前 面 的 办 法 猴 出 了 方程 
4 一 和 1 (154) 
的 三 个 解 : 
PVD, Do WHO D1 0°, Dna); WI (big, + Dns)o 
我 们 来 证 明 , 方程 (154) 的 任何 一 个 解 一 定 是 它们 的 线性 粗 
合 。 事 实 上 , 如 果 不 是 如 此 , 那么 我 镁 就 有 一 个 解 y, 它 和 wo， 
ww 是 线性 无 关 的 。 矢 量 9 可 能 是 复数 的 ,不 过 在 这 个 情形 
下 它 的 实数 部 分 和 看 数 部 分 必须 分 别 适 合 方程 (154) , 因为 这 个 
方程 是 实 系数 的 。 显 然 , 它们 中 至 少 有 一 个 是 与 %%(%==1, 2, 3) 
靳 性 无 关 的 特征 矢量 。 因 之 我 们 可 以 认为 上 面 所 说 的 矢量 8 本 身 
就 是 一 个 实 矢 量 。 我 们 上 面 已 经 证 明 过 , 它 一 害 和 所 有 的 矢量 
wp 之 3) 正 交 , 因 为 后 面 的 这 些 矢量 所 对 应 的 值 和 2 不 等 于 和 ua。 
这 样 我 们 得 出 猪 夫 , 矢量 y 和 整个 矢量 组 x% 线性 无 关 , 这 就 是 
说, 我 们 有 了 mn 十 1 个 线性 无 关 的 矢量 ,这 是 不 可 能 的 。 于 是 ,对 于 
方程 (144) 的 每 一 个 重 数 为 m 的 根 , 方 程 (154) 都 有 涌 个 线性 无 关 
的 实 解 。 
把 方程 粗 (148) 中 的 hx 用 一 个 重 数 为 m 的 根 入 一 ho 代入 ,我 
们 得 到 一 个 齐 奖 方程 租 , 它 有 m 个 线性 无 关 的 解 ,这 就 是 说 ,这 个 
方程 组 的 秩 等 于 (mn 一 mm) 。 搞 句 话 襄 , 这 个 方程 租 可 以 妇 精 成 % 一 mm 
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个 方程 。 下 这 个 方程 组 的 任 次 一 个 解 ， 再 乘 上 一 个 倍数 使 这 些 数 
的 王 方 和 等 于 4。 让 样 ,我 们 就 得 到 了 一 个 相应 于 所 取 的 根 入 = 和 
的 矢量 。 为 了 求 其 余 的 矢量 , 在 这 % 一 mm 个 方程 外 再 加 上 一 个 方 
程 , 泥 才 示 所 要 求 的 矢量 和 已 求 得 的 矢量 正 交 。 因 此 ,为 了 找 出 一 
个 新 的 矢量 的 分 量 , 我 们 有 一 个 含有 (m 一 m 十 1) 个 方程 的 齐 欢 方 
程 组 。 取 这 个 专程 粗 的 一 个 解 ,也 把 它 化 成 长 度 为 1 的 矢量 , 进 一 
步 我 们 来 找 相 应 于 和 = 和 的 第 三 个 矢量 。 为 了 这 个 目的 , 在 基本 
的 nm 一 m 个 方程 外 我 们 再 加 两 个 磊 程 , 它们 表示 所 要 求 的 矢量 和 
已 求 得 的 两 个 矢量 正 交 ,这 样 一 直下 去 ,直到 我 们 找到 了 相应 于 重 
数 为 m 的 根 和 == 和 的 全 部 双 个 互相 正 交 的 单位 矢量 为 止 。 从 上 
看 所 说 的 做 法 中 可 以 看 出 求 方程 (142) 的 基础 解 时 的 某 种 任意 性 。 
如 果 方 程 的 根 全 是 单 根 , 那么 这 种 任意 性 就 只 是 矢量 wo 的 分 是 
可 以 彝 以 一 1 。 现 在 我 们 假定 方程 (144) 有 一 个 重 数 为 m 的 根 。 
在 这 个 情形 下 , 作为 方程 (1 和 2) 的 解 的 对 应 的 mw 个 互相 正 交 的 章 
位 矢量 生成 一 个 m 条 的 子 寄 闻 B,。 显 然 ,在 这 个 子 空间 中 我 们 
可 以 任意 地 选择 互相 正 交 的 单位 矢量 ,并 且 它 们 都 将 是 方程 (142) 
当 = 时 的 解 ,这 就 是 说 , 施行 子 空 间 局 的 一 个 正 交 变换 ,我 
们 可 已 从 一 组 正 交 的 长 度 为 工 的 解 转变 到 另外 一 组 这 样 的 解 。 上 
面 的 讨 答 对 方程 (144) 任意 的 重 根 都 对 
为 了 天 明 上 面 的 讨论 ,我 何 回 到 在 上 一 节 开 始 时 提出 的 问题 ， 
就 是 化 二 次 曲 画 的 方程 到 对 称 吉 的 问题 。 为 了 明确 起 见 ， 我 们 假 
定 这 个 曲面 是 一 个 椭圆 曾 。 坟 程 (144) 有 不 同 的 根 的 情形 就 相当 
于 这 个 椭 图 面 所 有 的 和 件 朝 双 不 相等 。 在 这 个 情形 下 , 坐标 轴 选 择 
的 任意 性 就 只 是 改变 坐标 地 的 方向 。 如 果 方 程 (144)， 局 在 现在 
、 所 讨论 的 情形 中 是 一 个 三 次 方程 ,有 两 个 相同 的 根 , 那 么 这 个 椭 图 
面 是 一 个 旋转 榴 较 面 ， 0 
意 选 择 心 的 两 根 对称 费 ,只 要 它 得 是 互相 正 交 的 就 行 ,、 这 就 是 说 ， 
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在 这 个 情形 下 ， 华 标 轴 选 择 的 任意 性 就 在 于 在 上 面 所 说 的 于 面 上 
可 以 作 任 意 的 正 交 变 换 。 最 后 , 如 果 方 程 (144) 有 三 个 相同 的 根 ， 
那么 我 们 的 椭 图 面 就 是 一 个 球面 ， 并 且 我 们 的 方程 不 包含 坐标 弛 
积 的 项 。 在 这 个 情形 下 , 我 们 可 以 完 双 任意 地 选择 空间 中 的 币 卡 
尔 坐 标 。 

34. 例 我们 来 看 两 个 数字 的 例子 。 


1， 化 下 通 的 曲面 方程 到 对 称 轴 : 
媒 十 5x3 胡 十 27tza 十 67123 十 2xoz3s 一 三 


与 之 相当 的 二 次 型 是 
MHziza 十 30txa ， 
| wari B22- wara 9 
B23v1-Hvaro 十 担 o 
宪 炬 障 的 特征 方程 是 
工 一 和 y 1, 3 
i 6 0 和 
8 1 TX 
往 揭 第 一 行 的 元 素 展 开 , 和 但 
(NEG-N (ID -1 (A881-8(6 -N10 
或 23—7A3.86=0。 


不 难 算 出 ,这 个 方程 的 根基 
AM=—2; N=3; =6s 
困 硬 对 于 对 称 轴 我 俏 曲 面 的 方程 是 
—2202 38-678 =5 
现在 我 全 类 确定 正 交 矩 踢 的 元 素 
Bit bigs | 


Be=li boy boy p23 


Deal。 ‘bay bas 


对 于 它们 我 们 有 方程 般 
(1—Nbr-tbart3bar=0, 
DB 十 (5 一 入 )Bak 十 paz 一 0， | 
3D1r 十 poxzr 十 圭一 2)pak 一 0。 
首先 用 入 一 入 = 一 2 从 大 ,我 们 得 册 两 个 方程 
,3pt- 621-F3b31=0 
8 十 75ai 十 zai=0。 


《155) 
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这 个 方程 组 的 解 是 
8 一 一 看; ba 一 0; Bal 一 为 ， 
这 里 太 是 任意 数 。 我 们 选择 丰 使 这 粗 解 的 三 个 数 的 平方 和 等 于 1。 最 后 得 到 : 


1 
亡 ; oa=0 ba= 六， 


这 里 的 三 个 数 都 友 一 下 号 蕊 可 以 。 
现在 以 和 = 一 3 代 久 方程 租 (155) 的 采 数 中 去 。 我 们 就 得 到 一 个 方程 粗 , 其 中 第 
三 个 方程 是 第 一 第 二 的 差 , 因 之 归 半 到 两 个 方程 
—2biz+ bz 十 35ss=0 
Duo 十 2pzo 二 ao 一 0。 
不 难 求 出 这 个 方程 舰 的 解 , 把 它 化 成 单位 长 度 : 


01 一 


1 . 
Di2 7 . 


最 后 ,以 第 三 个 根 代 和 为 程 粗 (155) 的 系数 申 去 。 我 们 又 得 到 一 方程 租 , 其 中 的 一 
个 方程 是 另外 两 个 的 必然 糙 解 剑 人 得 


> 1 
2D13 一 一 一 - = 2 i 一 一 一 本 
um 2 一 7 襄 bas VB。 


在 这 个 情形 下 ,变量 的 变换 公式 是 


32， 化 下 面 的 曲面 方程 到 对 称 轴 
32 十 623 十 30 十 Scizs 一 1o 
与 这 个 方程 对 应 的 二 次 型 是 
f 228-HOzza 二 dztzsy 
ee Ox, 
4zaz1 十 Oratz 二 223 
它 答 陆 的 特征 方程 是 
2-》， 0， 4 
0， 6-2，0 | 
4, 0，2-X | 
展开 行列 式 ,得 方程 : 。 3 一 10%3-12 和 -+-72=06 
宅 的 衫 是 = 一 2 Me=%s=6, 


=06 
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这 就 是 谨 , 这 个 方程 有 一 个 二 重 祖 。 
现在 来 钨 定 正 奖 变 换 的 系数 ,对 于 宕 们 我 们 有 方程 粗 : 
(2—Nbr 十 42az 一 0 
(6 一 入 ) bay =0 1551) 
dby +(2—A)bsr=0o 
用 和 一 一 2 代 大 ,不 难 算 出 ,化 成 单位 长 的 解 是 


Da=- 广 ; bal=0; ba 一- 后。 


现在 我 们 把 一 重 根 =6 代 到 方程 粗 (1551) 的 采 数 中 去 , 对 于 它 我 们 应 当 得 到 两 
个 洲 性 无 关 芽 且 互 相 正 奖 的 解 。 代 太后 ,方程 租 归 烙 到 一 个 方程 
—b12t+ 032=0o 
我 俩 取 这 个 方程 的 一 个 化 成 单位 长 的 解 


1 1 
二 一 一 ; poo=0; 加 ee 
bo FE; bm bem Fo 


为 了 求 第 二 个 解 我 们 要 注意 , 它 一 方 玫 需 要 是 (15 和 1) 的 和 解 ,同时 绕 还 要 适合 与 已 求 
出 的 解 正 次 的 条 件 。 因 之 ,为 了 求 这 个 解 我 代 有 两 个 方程 
一 Dis 十 Vas=0 


1 1 
bi b=0 
FEIT 


， 或 者 b13=Vb33=0, 
因 丽 化 成 单位 长 的 解 是 
bis=0; bos=1; bas=0o 
最 后 ,我 个 得 到 了 正 闪 变换 : 


着 且 曲面 方程 在 对 称 山下 化 成 了 : 
—222+6 (stoh) =16 
35.， 二 次 型 的 分 类 ”化 二 次 型 成 丕 方 和 的 问题 还 可 以 在 一 种 
比 上 面 更 为 一 般 的 形式 下 提出 , 在 上 面 是 要 求 从 新 变数 到 旧 变 数 
的 线性 变换 是 正 交 的 , 现在 我 们 以 下 面 的 形式 提出 问题 , 朗 : 要 把 
一 个 实 二 次 型 (184) 化 成: 
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9 = Rtn， (156) 
此 中 于 是 变数 zw 的 任意 % 个 线性 无 关 的 钱 性 型 。 在 这 个 问题 
星 , 有 系数 wz 和 -上面 的 不 同 , 攻 合 不 是 什么 一 定 的 数 ,不 过 对 于 这 些 
系数 我 们 还 是 可 以 作 一 些 断 营 , 印 :不 为 雾 的 系数 的 个 数 一 定 等 于 
由 过奖 型 的 系数 or 所 组 成 的 表 的 秩 。 换 名 话说 ,把 二 次 型 化 成 科 
性 无 关 的 线性 型 的 符 方 和 ,对 于 任意 的 化 法 ,其 中 下 方 的 个 数 一 定 
等 于 上 面 所 说 的 表 的 秩 。 此 外 ， 还 有 一 个 性 质 , 它 通 常 时 做 二 次 型 次 再 
的 慎 性 律 , 就 是 :对 于 化 疾 二 次 型 成 形式 (156) 的 任意 化 法 ,其 中 米 
性 型 也 是 实 系数 的 , 正和 采 数 w 的 个 数 (以 及 负 系 数 jw 的 个 数 ) 总 
是 一 样 的 。 上 画 所 说 的 这 些 话 将 在 这 一 节 的 最 后 葵 以 证 明 。 

- 芝 里 提出 的 关 玉 化 二 次 型 成 形式 (156) 的 一 般 的 尚 题 可 以 噶 灌 简单 地 用 部 完全 平 

方 的 办 法 来 解决 。 我 们 以 一 个 特例 来 襄 明 这 个 方法 : 

9 一 垃 上 二 4073 十 2 二 217 一 6zlzo 十 8zave o 
在 项 (只 十 2ztxo 一 6ztwa) 上 加 .上 ( 台 十 9z3 一 6zav3) ， 我 合 就 得 到 一 个 党 全 平方 , 那么 二 
次 型 9 可 以 写成 : 

P= (v1 ra — Br3) 2 Bx — S814r2r3 o 
完全 一 样 地 ,再 配 出 一 个 平方 ,最 后 我 俩 就 把 一 次 名 形成 了 形式 (156) ; 

p= (ot B00) —2(20— To) 二 全)ao 
铂 括 绝 里 的 纤 性 型 显然 是 长 性 无 关 的 。 
在 者 达 式 9 没有 平方 项 的 情形 ,做 法 就 有 些 不 司 。 假 设 我 们 有 : 
P=amrat Pot Qe2t Ry 


这 里 4 是 一 个 不 多 于 汐 的 系数 ,已 得 @ 是 两 个 不 禽 有 Xt 和 za 的 搂 址 型, 如是 一 个 
二 次 型 , 它 也 不 含有 1 和 x2。 我 们 可 以 写 : 


各 时 人 :总 (ot rt LE); Xai(m- wm- 20) 
以 及 ol 五 - 工人， 
那么 就 得 到 : 0 一 0 一 4 919 


这 里 ol 是 一 个 一 次 理 , 愉 不振 包含 们 和 鸭 。 分 出 两 个 平方 之 后 , 我 们 就 去 挤 了 两 个 
变数 。 
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化 兰 坎 型 成 形式 (156) 使 我 们 有 可 能 葵 二 坎 型 一 个 自然 的 分 
类 。 我 们 来 考虑 下 面 这 几 种 情形 。 

I， 假 发 在 下 式 (156) 中 所 有 的 系数 nx 全 是 正 的 。 在 这 个 情 
形 下 二 坎 型 中 做 正定 的 。 不 难 证 明 , 它 对 vi 的 所 有 的 实数 值 都 取 
正 值 ; 当 而 且 仅 当 从 部 ws 是 雾 的 时 候 它 才 等 于 等 。 事 实 上 , 为 了 
使 公式 (156) 右边 等 于 雳 ,由 于 所 有 的 必 全 是 正 的 ,充分 而 且 必要 
的 条 件 是 所 有 的 zy 的 线性 型 全 等 于 堆 , 因此 我 们 得 到 ww 的 一 个 
% 个 齐 次 方程 的 方程 组 , 关上 且 它 的 行列 式 不 为 圾 ( 因 嫉 性 型 是 粮 性 
无 关 的 ) ,而 这 个 方程 狠 显 然 只 有 零 解 。 

II， 如 果 所 有 的 系数 几 全 是 负 的 , 那么 二 次 型 就 听 做 负 定 
的 。 和 上 面 一 样 ,我 们 可 以 证 明 , 它 对 所 有 的 实 v 只 取 负 值 ,半生 
当 而 且 仅 当 所 有 的 ww 是 零 时 才 等 于 堆 。 

TIT， 现在 我 们 来 考虑 系数 jis 中 有 等 于 震 , 而 所 有 不 等 于 
的 从 有 相同 的 正 负 号 , 譬如 全 是 正 的 这 种 情形 。 在 这 种 情形 下 二 
次 型 g 可 以 宪 成 : 

9 = WTI+ + nT (m<n) ， (1561) 
这 里 所 有 的 un 从 是 正 的 。 这 里 我 们 的 二 次 型 对 任何 的 ws 的 值 也 
潮 不 能 取 负 值 , 不 过 在 zi 不 公 为 零 时 它 可 能 等 于 老 。 事 实 上 , 为 
了 使 二 次 型 的 值 为 零 , 我 们 就 有 一 组 z 的 m 个 齐 次 方程 : 
妃 1: 一 王 3 一 … 一 王 一 0) 

因为 m<mw， 所 以 这 个 方程 粗 有 蜡 于 零 的 解 。 完全 一 样 地 , 如 时 
(156,) 中 系数 ws 从 是 负 的 , 那么 二 次 型 就 不 可 能 取 正 值 , 不 过 对 
不 全 为 震 的 or 它 可 能 等 于 雾 。 在 这 种 情形 下 一 次 型 巴 做 牢 定 的 ， 
正 或 者 负 。 

IV. 最后, 如果 (156) 中 的 系数 ur 弃 有 正 的 又 有 仙 的 , 芹 么 
不 难看 出 , 二 次 型 对 于 or 的 实数 值 就 鹿 可 以 取 正 值 也 可 以 取 刍 
值 。 在 这 个 情形 尼 时 傣 不 定 的 。 
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以 上 二 次 型 的 分 类 对 多 元 画 数 极 大 和 极 小 的 问题 有 直接 的 应 

用 。 讼 我 们 有 了 一 ?个 各 变数 21，……， wr 的 西数 : 
出 (Ci …，2n) ， 
并 且 在 匀 一 zs 一 … 一 2 一 0 时 它 满 足 航天 和 极 小 的 必要 条 件 , 这 就 
是 说 , 画 数 山 对 自 变 数 所 有 的 仿 徽 商 全 等 于 堆 。 把 画 数 展 成 过 克 
劳 林 级 数 , 即 得 
by on) 0 0) = (81, 7 En) Fw, 
这 里 我 们 以 9 (tj，…, Wr) 表 变 数 vr 的 一 个 二 次 型 , w 是 变数 zx 
高 于 二 次 的 项 的 集合 。 和 如 果 二 次 型 gq 是 正定 的 ,那么 画 数 在 加 = 
= … 和 一 一 0 有 极 小 值 。 和 如 果 是 负 定 的 , 画 数 有 极 大 值 。 如 果 它 是 
不 定 的 , 那么 既 不 是 极 小 也 不 是 极 大 , 最 后 ， 如果 9 是 守 定 的 , 那 
么 我 们 矿 到 了 一 个 可 疑 的 情形 , 这 个 结果 是 我 们 在 [I; 183] 中 所 
讨论 的 两 个 变数 的 情形 的 一 个 自然 的 补充 。 
我 个 现在 来 恋 明 这 一 节 开 始 时 提出 的 糙 锥 。 设 我 全 有 -一 个 一 次 型 : 
po= 它 CiROiOK 《Qi 一 Qxi) y 


并 且 了 是 它 采 数 才 的 秩 。 我 俩 作 ? 个 绊 性 型 : 


工 、 
可 怠 -- 凡 our (3=1, 3, oa (157) 


在 做 这 些 仿 微 商 的 炎 达 式 时 我 们 用 到 了 aiz= axi 这 个 条 件 。 显 然 , 数 7 在 i.11] 的 意义 
下 就 是 窗 性 型 狙 (157) 的 秩 。 
假定 2 化 成 nm 个 名 性 型 : 


Ys=Bsr1t Bsarot ot Benen (158) 
的 不 方 和 ,这 谣 是 设 ， , 
P= 4 2 二 (159) 
其 中 4 处 等 于 需 。 我 们 需要 证 明 =r。 利 用 业 达 式 (159) , 我 们 作 粮 性 型 (157) : 
1 90 


也 Be Bld taBasyat et Hm Binsyn (s=1, 2，…，h)o (1571) 
出 于 米 性 型 (153) 是 效 性 元 关 的 , 所 以 变数 % 可 以 取 任 意 的 数值 。 因 之 在 确定 米 性 型 
{1571) 的 匀 性 关系 时 ys 可 以 看 成 自 变数 ,于 是 (1571) 中 禾 性 型 的 禾 性 元 关 的 最 大 个 数 
就 等 于 系数 LxBri 起 的 秩 , 这 里 列 措 慰 闻 了 芭 : 大 = 二 2，…， mm, 行 指标 1 了 攻 : i=1, 2， 
,Wo 这个 表 每 一 列 的 元 素 都 有 一 个 公 因 子 Wx Lr 不 等 于 等 ,所 以 下 UxBki; 的 秩 等 


绍 二 章 ”六 性 变换 和 二 次 型 187 


于 由 Bri 的 秩 。 由 于 嫉 性 型 租 (158) 是 米 性 无 关 的 ,这 个 秩 就 等 于 m, 这 就 是 裔 , 在 多 
性 型 粗 (1571 或 者 157) 中 灵性 无 关 的 最 大 个 数 等 于 mn。 另 一 方面 , 根据 假设 这 个 数 
是 +， 从 而 =7。 
现在 求证 明 , 对 子 把 p 下 成 形式 (159) 的 任意 类 法 让, 其 中 ys 是 实 的 嫉 性 元 关 的 
妒 性 型 , 正 系数 和 有 鼻 桑 数 的 个 数 总 是 不 变 的 。 我 情 用 反 证 法 来 趟 。 假 定 把 9 慌 成 形式 
4i59) 有 两 种 起 法 ,并 且 它 全 正 污 数 的 个 数 不 同 : 
p=N + hp 一 … 一 )n0， ! 
Nn sn nb Tt ee 
在 这 里 ， 和 和 和 都 假定 是 正 的 。 多 性 型 六 ，…, yiw 是 米 性 无 关 的 ,天 ;9 世 是 。、 
裔 然 2B 天 9, 我 调 总 可 以 假定 , 臂 如 说 2<4。 我 们 求证 朋 , 这 个 假定 将 引出 子 盾 。 在 米 
性 浒 六 ,Yo9…， Yn 外 再 活 - 上 Ym，…， Yn， 使 我 们 有 一 个 完全 的 镜 性 元 关 租 [11。 对 
NV1， WV2， Wn 我 们 写 下 面 的 齐 次 线性 方程 粗 : 


(160Y 


=0; 二 0 Yari=0; 一 0 oo 一 0 mm0o。。 (161) 
其 中 和 齐 次 方程 的 个 数 是 ; 
2 十 (一 9 十 (一 和 0) 一 % 一 (9 一 2)， 
因 2<9， 所 以 数 自 小 子 %n。 从 而 ,这 个 方 税 淄 有 异 于 零 的 实 解 。 玫 任意 一 个 这 样 的 
解 : 一 MD (G3 一 1 3,… 2)。 对 wm 的 这 一 粗 值 横 据 (16 了 ) 我 们 有 : 
PE 一 和 ps 一 一》00 加 一 7 全 十 直入 gy 全 
出 此 看 出 , 当 Xs 一 449 时 二 次 型 9 必须 等 于 零 , 因 丽 + 一 x40 除去 方程 (161) 外 还 必须 
适合 方程 : 
Ynt1=0; 1) Ym=0o 
最 后 我 全 得到， zs 一 240 使 完全 的 线性 无 关 狠 妇 , za，…， yn 中 从 部 米 性 型 等 于 踪 。 但 
是 这 是 未 可 能 的 ,因为 my Xa，，…, zn 的 齐 次 方程 组: 
Y=0; Y2=0; 3 yn 一 0 

的 行列 式 不 等 于 零 , 这 是 由 于 戈 性 型 ys 是 狼 放 无 关 的 。 我 个 得 出 了 也 导 ,这 就 就 明了 
慢性 律 。 

36， 改 科 此 公式 ”我 们 来 介 疗 一 下 雅 科比 公式 , 但 不 证 明 , 它 使 得 化 二 葡 型 成 平 
方 和 的 化 法 有 -个 方便 的 写法 。 

为 了 这 个 目的 我 们 首先 引入 一 些 符号 。 朗 : 


3 : 
Lo -名 GikR (t=1, 2, *…, 1)o 


，1a119 012s *** CIK 


do=1; Ia 4 一 | "2? Ca C2k (一 2 3, +, 0 9 
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011 es Qj) Li 人 Z) 
。 at 2 人 2 
AD Xp 4 人) o 


akty 9 azk-1 LO) | 


如 果 系 煞 az 的 起 的 秋 是 了 并且 出 ，4a，…，4r 不 等 子 鹤 ,那么 牙科 比 公 式 是 


2-, 裤 orex- 记 了 2， (162) 

这 星 米 性 型 Kxr(E 一 1 9，…; 作 是 焰 性 元 关 的 。 这 个 公式 使 我 们 有 可 能 根据 hi 的 正 
设 号 六 确定 二 次 型 9 对 于 伐 性 律 水 钢 属 于 那 一 种 类 型 。 

特别 ,如 果 所 有 的 行列 式 41，42，…，4n 休 是 正 的 (这 里 7 = ,那么 由 (162) 挫 
知 , 9 是 正定 的 。 滋 定理 世 可 以 挛 明 , 闻 : 刘 果 9 是 正定 的 , 那 上 匣 所 钠 的 这 些 行列 式 
就 一 定 全 是 正 的 5 在 应 用 公式 (162) 时 ,当然 mm 可 以 挡 任 熙 的 次 序 求 类 号 。. 在 篇 号 改 
认 时 当然 上 面 的 这 些 行列 式 44 也 要 改变 , 短 际 [air|? 中 的 每 一 个 主子 式 者 是 在 变数 
全 的 某 一 种 兢 号 时 行列 式 dx 中 的 一 个。 由 此 挫 知 ,正定 型 9 的 所 有 的 主子 式 休 是 正 
的 ,不 过 这 里 我 们 只 需要 知道 行列 式 

del(s=1, 2, 9 2) 

全 是正 的 就 行 了 。 我 们 可 以 永明 ,二 次 迟 9 蚌 中 正定 的 充分 而 必要 的 条 件 是 所 有 的 主 . 
子 式 是 非 肥 的 ,也 就 是 栈 , 是 大 于 或 等 于 委 。 这 里 只 酒 行列 式 4 的 正 基 号 是 不 够 的 ， 
必 有 撩 要 看 全 部 主子 式 的 正 居 号 。 

要 二 次 型 9 是 商定 的 , 充分 而 必要 的 条 御 是 满足 不 每 式 (一 1 hx>0 (= 了 2， 
…, NW)o 要 9 是 机 的 ,学分 而 必要 的 条 件 是 主子 式 的 正 届 号 与 (一 1)w 相同 (其 中 是 
入 子 式 的 阶 ) 或 等 于 移 。 

这 一 节 所 觅 到 的 这 些 烙 果 的 就 明 可 以 在 了. P. 甘 特 马 东 的“ 矩 障 哗 ”(1953) 一 书 
中 找到 。 


37， 同 时 化 两 个 二 次 型 成 平方 和 “ 恨 定 我 们 有 了 两 个 二 次 
型 : 
9 一 ， emo; 9 一 ， DP bow 
其 中 gx 是 正定 的 , 这 就 是 褒 , 它 可 以 化 契 % 个 正 的 于 方 和 。 我 们 
要 来 找 一 个 瘘 性 变换 (不 一 定 是 正 交 的 ) , 它 使 这 两 个 二 次 型 同时 

化 威 玫 汶 和 。 | | 
首先 , 我 们 下 进 新 的 变数 ys， 它 使 gx 变 成 平方 和 。 这 个 可 
以 用 上 面 所 讲 的 简单 的 办 法 做 到 。 在 新 的 变数 下 二 次 型 成 下 面 的 
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P+ | Hz 人 pa, bdiy 8 

根据 所 有 的 ww 全 是 正 的 这 个 条 件 , 我 们 可 以 引 久 一 组 新 的 实 

变数 z%= Vprys 。 这 样 一 来 ,我 们 得 到 : 
91 -六 pa = Soe 

从 变数 思 我 们 作 一 个 正 交 变换 变 到 新 的 变数 坎 , 它 拒 二 次 型 
93 化 成 平方 和 。 

这 时 候 因为 变换 是 正 交 的 ，91 仍然 是 在 三 和 ， 最 后 我 们 就 把 
两 个 二 次 型 都 化 成 了 平方 和 的 形式 ; 


po:= 祝 尼 ; pa 一 六 Ne。 
数 Mh 有 有时 册 做 二 次 型 gs 相对 于 二 次 型 pj 的 特征 值 。 
现在 我 们 来 求 这 些 数 和 mr 所 证 合 的 方程 , 它 将 和 [3%] 中 方程 
(144) 完全 相仿 。 为 了 这 个 目的 我 们 下 天 二 次 型 的 刊 别 式 这 个 松 
念 , 这 就 是 ; 由 三 次 型 的 系数 所 租 成 的 行列 式 时 做 二 次 型 的 币 别 


式 。 
假定 二 次 型 2 的 系数 甜 际 是 4, 我 们 对 它 施 行 一 个 变换 : 
(1, 22 °° Wn) — BM Wa Oh) o 
我 们 知道 [83] 新 的 二 次 型 的 短 陈 是 : 
0=B*AB, 
按 仅 式 它 的 行列 式 是 : 


D(O)=D(B™) D(A)D(B), 
显然 行 刘 式 D(BY) 和 DLB) 是 相等 的 ,因为 其 中 的 一 个 是 
另 一 个 释 行 列 互 换 得 到 。 因 此 我 们 有 
D(O) =D(4) DB)’, 
这 就 是 说 , 当 二 次 型 如 过 -- 简 性 变换 时 ,二 次 混 的 行列 式 用 用 新 变 
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数 到 旧 变 数 的 变换 的 行列 式 的 平方 来 乘 。 
现在 我 们 回 汉 我 们 的 二 次 型 91 和 2， 我 们 作 二 次 型 


©= pa— Ap1 = > (Big — Aatx) LT, 
区 的 系数 中 含有 贿 数 和。 
在 变 到 新 的 变数 之 后 , 这 个 二 次 型 成 为 
| (Mp — NA) 


于 是 它 的 币 别 式 显然 在 新 变数 下 就 是 彝 积 : 
(aa 一 人 (aa 一 个 (一 入 ) ， (168) 
而 在 旧 的 变数 时 这 个 物 别 式 等 于 元 素 为 (bw 一 和 awm) 的 行列 式 。 我 
们 已 元 证 明 过 ,这 两 个 刊 基 式 只 差 一 个 因子 ,就 是 变换 的 行列 式 的 
”三方 ,其 中 不 含有 入。 由 此 邹 得 ,对 贿 数 入 而 音 这 两 个 币 别 式 有 相 
同 的 根 。 注 意 到 4162) 我 们 看 出 , 数 jx 就 是 下 面 这 个 方程 的 粮 : 
0 一 和 qi 013 一 Ap bm 一 aan 


bai— Maa1, Da3 一 Gas，… ban— Maan -0 


DERE 


38. 徽 振动 ”以 前 在 [IIL,，19] 中 我 们 者 到 一 个 县 有 个 自由 度 的 力学 邓 统 ,如 果 

采 统 之 阅 的 关系 不 含有 了 时 间 , 并 在 一 个 有 淄 的 外 力作 用 下 , 那么 这 个 又 统 的 运动 是 由 
微分 方程 粗 : 

昌 ( 好 )- 如 -如 

Qt、\、94 99k 39K 

来 次 定 , 这 里 了 是 系 态 的 动能 ，Z 是 葵 定 的 gk 的 商 数 ( 力 函 数 ) ,我 便 假 定 它 不 依 瑟 于 
时 间 +e。 已 前 我 全 已 狼 提 过 ， 了 是 qx 对 时 间 的 徽 商 9 的 一 个 二 次 型 


(n=1, 2, 用 ， (164) 


To ana anait), (165) 
其 中 采 数 是 gk 的 已 知 画 数 。 假 定 在 9k=0 时 , 偏 德 商 
DC 0 gg 1 2 No (166) 
ggx 


这 样 , 微 秀 方 程 租 (164) 就 有 一 个 显然 的 解 41-=… 一 9n 一 0， 与 省 对 应 的 是 这 个 系 
坊 的 一 个 平衡 位 置 。 画 数 DV 的 决定 可 以 差 一 常数 项 ， 因 之 我 镁 总 可 以 认为 当 =… 
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qn 一 0 时 它 等 子 零 , 根据 (166)， 从 而 我 们 可 以 断定 , 在 图 数 0 按 gx 的 等 展开 时 只 
从 二 次 项 开始 。 假 定 由 这 些 二 次 项 所 得 到 的 二 次 型 是 员 定 的 ,那么 在 和 二 一 dn 一 
一 0 处 取 极 大 值 , 或 老 就 是 位 能 (一 习 ) 有 和 极 小 值 。 在 [II, 19j 中 已 释放 明 过 , 在 这 个 情 
况 下 平衡 位 置 0Gt=…= gu 一 0 是 稳定 的 ,并 且 在 一 个 好 始 的 微 扰 下 ,这 个 系统 将 巢 近 平 
衡 位 置 作 微 振动 , 使 qx 在 获 个 运动 时 间 记 都 保持 很 小 。 因 而 在 研究 徽 振动 时 我 鱼 可 
习 认 为 Z 只 含有 二 次 项 ,这 就 是 襄 , 它 是 : 

和 UB bugigr (Bki= Dik)o (167) 
同样 地 , 在 垃 达 式 (169) 的 系数 aix 中 我 全 可 以 近似 地 假定 9#==0, 并 且 这 些 柔 数 
一 查 保 持 这 个 数值 。 拒 这 些 全 代 久 方程 粗 (164) , 我 们 得 到 一 租 个 常 系数 米 性 方程 : 


QHg1T 十 cl292 -taingn tb 1092 + "ot bingn=0 
0 人 二 022 名 二 “taengirt batgit baogy a 证 Dandn™O (168) 


oa dD Ded 机 =0。 
如 果 我 们 来 求 出 这 个 方程 猎 的 形式 为 届 稳 援 动 的 解 , 井 量 窑 笨 具有 相同 的 频 容 和 
和 相 , 丽 只 是 振幅 不 同 。 
gr= Ax Cos Nt+p) (k=1, 2, ,nN), (169, 
那么 ,把 它们 代入 (168) , 郎 得 4x 入 的 一 个 方 税 组 : 
(bi1 ~ Nan) 44+ (bi2— Na10) Ag Fe (bin ~— Na1n) A =0 
Ca ya: 小 de -Naz) a an 0 一 0 (170) 


Cora be -ao + on- — - pi Ghar 2 ai 而 有 
秋 使 这 个 方程 租 对 4k 有 不 全 为 穿 的 解 ， ed 
2 一 X2a11， Dla— Nal, ey, Din— Nin 
i | ¥ Da 网 网 "1 Von — Maon =06 (171: 
ba aaa Bis Qe, 1 Ban 一 am 
取 这 个 方 穆 的 一 个 根 代 到 方程 粗 (170) 的 系数 中 去 ， 我 们 就 得 到 44 的 解 ,一 个 或 
省 几 个 ,然后 再 可 已 乘 上 一 个 任意 常数 。 此 外 ,公式 (167) 中 含有 一 个 仔 意 常数 po 
如 果 我 个 应 用 二 次 型 的 理 座 , 这 个 末 题 的 解决 就 更 清 想 。 首 先 我 全 注意 , 根据 二 
次 型 (165) 是 丧 达 运动 的 动能 这 件 事情 的 本 质 ， 它 一 定 是 正定 的 。 并 且 可 据 阅 题 中 
答 的 条 件 ,二 次 型 (167) 也 是 正定 的 。 我 们 知道 ,我 们 可 以 引入 一 程 新 的 变数 py， 
旧 欧 qr 是 由 一 个 常 系 效 的 辜 性 变换 来 联接 ,在 这 粗 新 变数 下 ,二 次 型 了 和 (一 Si 
化 成 了 不 方 和 ,并 且 了 的 平方 项 的 条 数 全 是 1 。 同 时 我 倘 注 意 , 94 与 px 的 硬性 关 沉 
引出 多 和 矿 也 有 相同 的 炎 性 关系 。 因 之 我 们 有 : 


n i 
T= Pps; -UU= 78, (172) 
s=I1 Ey 
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这 里 如 的 条 数 全 是 正 的 , 网 而 我 们 有 可 能 把 它们 天 成 三 方 。 代 冰 方 程 租 (163) 对 子 新 
的 变数 我 们 可 峻 把 拉 格 吉日 方程 (16 久 写成 : 
耻 交 人 3Z5 j- 3Z 
Aat 03 Dpr 9 
用 (172) 代 入 ,我 俩 得 到 一 个 极其 简单 的 方程 组 
天 十 得 2 一 0 {KF=1, 2, + , 1)o 
这 个 方程 租 的 解 是 : 
Pk= Ck COS Agtt pk) (Ll, 2, eR), (178) 
其 申 Ok 和 yx 是 任 已 常数 。 广 义举 标 pk 也 敌 这 个 为 学 系 闵 的 主 企 标 。 
原 采 的 航标 qx 可 以 下 成 pk 的 癌 系 数 的 杷 性 型 。 册 前 一 节 的 结果 得 知 ， 数 Xx 应 
咒 是 方程 (170) 的 根 。 应 吃 注 意 , 这 些 X 可 能 有 相同 的 ， 不 过 圾 是 在 这 个 情形 , 公式 
0 
二 次 还 转 征 值 的 极 值 性 质 “” 我 们 从 一 个 新 的 观点 求 看 化 实 一 次 弄 成 平方 和 
是 为 了 逢 单 起 见 我 们 限制 在 三 个 变数 的 情形 
9 = rar- p> Ap2 《7 多 
这 里 履 和 必 大 蕉 一 个 正 次 变换 联系 闭 
VL D101202F D198 
Xo boitt -tb Dogh» | 
3= Veti+ Vass brs o « 
为 了 确定 起 见 ,我 们 假定 数 和 x 是 一 不 比 一 个 小 , 郎 
人 > 入 > 和 Mo s “(176) 
我 们 的 问题 就 是 根据 p 在 单位 球面 五 上 的 值 来 确定 数 Xx 和 和 芭 数 bik, 互 就 是 球 
心 在 原点 而 个 生 为 工 的 球面 
他 十 吗 十 虽 一 4 或 着 2 名 -2 如 十 2 二 1 。 (177) 
球 画 .上 的 每 一 点 都 确定 空 阅 中 的 一 个 方向 ,就 是 由 从 原点 到 这 一 点 的 单位 矢量 所 
决定 的 方向 。 我 们 可 以 把 公式 (174) 写成: 
p= 和 L012 十 a 一 A Ne) 
由 此 和 看 出 ,在 单位 球面 下 上 我 们 就 有 : 
9 一 和 十 He—A) T+ (9— AN) No 
由 此 间接 斤 出 , 和 1 是 9 在 无 .上 的 航 大 信 。 
这 个 极 大 竺 显 然 是 在 点 


(175) 


性- 一 区 -大 =0 
光 到 ,或 省 根据 (175) , 在原 炒 的 航标 条 中 这 个 元 上 的 点 的 盘 祭 是 : 


位 一 Di Va=b2; 如 一 Bato 
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这 个 点 决定 了 正 闪 变换 (17 甸 第 一 列 的 矢 基 ,也 就 是 襄 , 这 个 矢量 是 方程 

要 AXx= x (178) 

当 % 一 竺 时 的 一 个 解 。 因 丽 , 二 次 型 (174) 最 大 的 一 个 特征 值 等 子 它 在 单位 球面 上 的 

极 大 信 ， 而 对 应 的 特征 矢量 x 中 ,也 就 是 方程 (178) 的 解 ,就 是 由 原点 到 达到 这 个 极 大 
值 的 一 点 的 矢量 。 _ 

现在 再 汪 确 定 第 一 个 特征 值 以 及 对 应 的 特征 矢量 。 在 公式 中 我 们 珊 惟一 0。 与 这 

个 方程 对 应 的 是 通过 原点 与 矢量 x 中 秆 二 的 不 面 。 这 个 下 面 和 单位 球 画 的 交 粮 是 回 周 
zh =1o 


在 这 个 图 周 上 我 们 有 : 
P= Novy A 
二 此 直 搂 小 出 , )2 就 是 9 在 单位 球面 上 对 应 于 和 已 求 浏 的 矢量 x 中 重 直 的 矢 时 的 极 
大 信 。 和 以上 一 样 , 我 们 可 以 诈 明 方程 (178) 当 和 一) 时 的 解 ,也 就 是 特征 矢量 zx@)， 
就 是 由 原点 到 达到 这 个 极 大 值 的 一 点 的 矢量 。 
在 有 了 两 个 矢量 之 后 , 第 三 个 矢量 xG) 就 是 和 尖 们 两 个 都 重 直 的 一 个 矢量 , 而 特 
征 能 3 就 是 9 在 这 个 矢量 和 球面 的 次 点 的 值 。 
假如 攻 训 如 和 二 2， 那么 在 找 二 次 型 在 单位 球 上 的 第 一 个 极 大 值 时 , 我 们 得 出 的 
就 不 是 一 点 ,而 是 整个 一 个 图 交 ,在 它 上 面 达 到 家 大 什 。 
只 上 的 想法 很 容易 推广 到 任 已 闪 数 的 情形 。 对 子 一般 的 情形 我 们 只 引出 车 果 , 省 
和 上 面 基 完全 一 样 的 。 假 贞 我 们 有 了 一 个 1 个 变数 的 实 二 次 型 : 
p= ,dive (179) 
在 实 亲 给 阅 中 的 单位 矢量 是 由 下 方 和 为 1 的 1 个 实数 的 数 粗 下 示 。 我 他 加, 这 这 
些 儿 最 的 端点 在 单 位 球面 上 。， A ， 
倍 十 喝 十 … 二 2 一 (180) 
二 次 道 p 最 大 的 一 个 特征 入 就 等 子 p ey 以 及 对 应 的 
特征 矢 基 是 由 从 原点 到 达到 这 个 极 大 和 的 一 点 的 矢量 x 素 确 定 。 为 了 求 次 大 的 一 
个 特征 值 我 们 末 考虑 与 已 求 得 的 矢量 x 中 重 寺 的 单位 矢量 。 在 已 们 里面 我 们 找 汉 一 
个 x9)) 已 给 出 二 次 于 9 的 极 大 值 。 这 个 第 二 个 和 极 大 值 )2 就 等 于 二 次 型 的 第 二 个 特 
征 健 ,而 所 裔 的 矢量 x@) 就 是 对 应 的 特征 矢量 。 现 在 再 求 考虑 与 x0) 和 xz@) 生 座 的 
单位 矢量 ,这 就 相当 王 在 条 件 (180) 上 再 添加 两 个 条 件 : 
< XD:w=0 和 的 :W==0。 
在 这 些 单 位 关 量 里 面 找 出 一 个 , 它 也 答 示 一 次 型 的 极 大 值 。 这 个 数值 就 是 二 次 凋 
的 氮 大 小 排 的 第 三 个 特征 条 而 所 车 的 矢量 就 是 对 应 的 特征 矢量 , 余 类 推 。 
我 们 可 以 把 二 次 型 的 特征 什 不 是 按 降 序 而 是 升序 水 排 , 使 第 一 个 特征 值 是 最 小 的 
一 个 ,第 二 个 县 次 小 的 一 个 等 等 。 这 样 一 水, 我 们 的 问题 和 以 前 还 是 一 样 的 , 不 过 把 以 
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前 凡是 雹 到 最大 值 的 地 方 全 改 成 航 小 值 而 已 。 

所 有 以 上 的 想法 还 可 以 推广 到 同时 化 两 个 一 次 型 成 不 方 和 的 情形 。 假设 有 了 两 
企 二 次 型 ; 

p= Doin; y= Da binmiey 
用 张狂 变换 (m1, tay, Tn) = BD, 9, **, Th) 
把 它们 化 成 平方 和 
ep y=- 安 和 2 

这 里 我 们 假定 数 Xx 是 一 个 比 一 个 小 

这 时 入 是 水 在 条 件 


p=1 
下 的 极 大 秆 , 井 且 这 个 极 大 信 正 好 在 
m=bu; ta 一 po 3 Ln= bnt 
处 达到 。 
栅 仿 地 可 以 决定 其 余 的 特征 值 。 

4. 捷 密 特 矩 隙 和 厄 密 特 型 ”在 前 面 儿 节 里 我 们 已 经 讨论 过 
实 对 称 答 阵 ,并 且 指 出 它们 是 厄 密 特 矩阵 的 特殊 情形 , 厄 密 特 矩 陆 
汐 元 素 是 适合 下 面 的 关系 的 复数 : 

Qt — Qn o (181) 

当 %=% 时 ,这 个 关系 说 明 对 角 线 上 的 元 素 必 须 是 实数 。 

厄 密 特 甜 障 的 定义 可 以 用 另 一 种 方式 银 述 :如果 把 行列 互 换 ， 
再 把 所 有 的 元 素 换 成 它们 的 共 埋 数 , 厄 密 特 抢 陈 不 变 , 这 就 是 说 ， 
用 [26] 的 符号 : 

| 也 =A 或 者 4=4。 (182) 

我 们 知道 ,对 任意 矩阵 4, 矩阵 A 时 做 它 的 厄 密 特 共 二 答 中 。 
因 之 厄 蜜 特 和 矩 便 奴 可 以 吓 做 自 共 地 垂 阵 。 

也 前 在 [383] 中 已 经 让 明 过 ,对 于 任意 的 矢量 % 和 2 厄 密 特 答 
阵 4 适合 关系 

(4 21) = (2，42) 。 ” (188) 

过 个 关系 , 和 以 前 的 两 个 一 样 , 也 可 以 作为 毛 寄 特 矩 陈 的 害 
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我 们 再 来 谈 一 个 厄 密 特 短 耻 的 性 质 。 
设 4 是 一 个 厄 密 特 甜 阵 ，U 是 一 个 任意 的 UV 短 陈 。 不 难 证 
明 ，U-14I 和 4 一 桩 也 是 一 个 厄 密 特 短 障 。 根 据 条 件 了 “> 一 4， 
我 们 只 需要 证 明 U714U 也 有 这 个 性 质 。 在 [6] 我 们 有 : 
(U1AD) HW= DH AYU 
或 者 , 注意 到 4 的 条 件 以 及 UU 是 甜 阵 ,从 而 09=0, 我 们 
得 到 : 
(DU-iA4D) =U-tAU, 
证 明 完 毕 。 
在 作 一 个 坐标 的 变换 时 , 它 对 于 矢量 的 分 量 是 按 下 面 的 公 
式 来 作 
(oa 1 Bn) =U (te, Wh) , 
一 个 厄 密 特 答 了 淖 4, 如 果 淖 作 空 间 粮 性 变换 的 一 个 运算 子 ,在 新 的 
坐标 下 就 成 为 形式 0714DU, 因 之 上 区 所 证 有 明 的 命题 可 以 叙述 为 : 
空间 的 UU 变换 不 改变 一 个 看 作 运 算 子 的 答 障 的 厄 密 特性 质 。 
现在 我 们 提出 用 0 变换 化 厄 密 特 算 阵 成 对 角 筹 障 的 问题 。 
UAU = [Da -…, 7]。 (184) 
和 以 前 对 于 实 对 称 垂 隙 一 样 , 我 们 的 问题 就 相当 于 解 下 面 这 
种 形式 的 方程 : 
A = A, (185) 
这 里 入 是 数 hx 中 的 一 个 以 及 矢量 2 的 分 量 就 是 矩 障 U 相当 的 一 
烈 的 元 素 。 
”这 些 数 以 及 与 它们 对 应 的 矢量 z 所 分 别 叫做 矩阵 4 的 特征 
值 和 特征 矢量 。 
我 们 知道 ,特征 值 一 定 是 下 面 这 个 方程 的 根 : 
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QA ia 7 GT 


oy PE he 
Qaly Gaz » » Ga -0。 (186) 


nl Gnay 7 nn 一 
访 %= 和 是 这 个 秀 程 的 一 个 根 兰 且 中 是 方程 (18 且 当 X= 
时 的 一 个 解 。 . 
这 个 方程 是 阅 性 齐 次 的 , 它 的 解 可 以 乘 上 一 个 任意 常数 , 因 之 
我 们 可 以 假定 矢量 % 中 的 长 度 是 1。 取 这 个 矢量 作为 新 坐标 系 的 
第 一 个 单位 矢量 , 再 作 一 1 个 长 度 为 1 的 矢量 , 以 致 于 我 们 得 到 
ww 个 互相 正 交 而 长 度 为 1 的 矢量 。 用 这 些 矢 量 作为 新 的 单位 矢 
最 ,器 太 是 转换 到 这 个 新 坐标 的 DU 变换 。 在 新 的 坐标 系 下 ,我 们 
的 厄 密 特 短 陈 4 变 成 了 一 个 新 的 厄 密 特 短 阵 41 U714U0;， 并 且 
对 应 的 方程 
Aw=AL 
当 》= )a 时 必须 以 矢量 (1， 0,…, 0) 作为 一 个 解 。 和 在 [33] 中 一 
样 ,这 个 情况 就 说 明了 在 短 陆 4 中 第 一 行 和 第 一 列 的 元 霸 除 去 
第 一 行 第 一 询 的 一 个 元 沫 是 ja 外 从 是 雳 。 
由 短 阵 4; 的 厄 密 特性 质 直接 推 知 ,元 素 ) 一 定 是 实数 , 从 这 
明 也 顺便 姨 明 了 方程 (186) 的 禄 从 是 实数 ， 这 一 点 以 前 已 驾 和 看 到 
过 。 于 是 ,类 阵 41 就 有 下 面 的 形式 : 
| Nh, 0, 1, 0 
| 0，a 铝 ，…，a 多 
0,， a， 
这 就 十 流 , 必 是 一 个 形式 为 2 
eA . 
的 准 对 角 短 阵 , 其 中 Ci 是 一 个 元 案 为 oe 内 的 n 一 1 阶 的 厄 寄 特 条 
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障 。 继 入 上 面 的 办 法 ， 对 我 们 的 坐标 条 保持 第 一 个 坐标 轴 不 动 再 
作 一 个 UU 变换 U0, 宕 把 矩 陈 Ca 化 成 相同 的 形式 ， 邹 第 一 行 和 第 
一 列 除 去 在 它们 交点 .上 的 元 素 全 为 秀 。 

上 面 上 所 说 的 这 个 哄 换 可 以 看 作 我 们 整个 % 亲 空间 的 一 个 
也 变换。 乱 是 一 个 准 对 和 角 甜 障 : 

[1,Usl。 
站 作 了 这 个 弛 之 后 ， 我 们 的 厄 窗 特 振 阵 化 成 了 : 
[1, Ua], OFE1, Usl= Eh, Ua"0Ua], 

它 还 是 一 个 厄 窗 特 矩阵 ,这 个 答 耻 完 全 写 出 来 就 是 : 


" lO0 0.0 10 
| Sb '0; 3, 0, '*…,.0 
2) 2 

‘ :0， 0Q， “a on a 0 


Bt 


| 0, 0, a ,a 


继续 这 梯 做 下 去 ， 最 后 我 们 就 把 原来 的 厄 密 特 短 阵 化 成 对 角 
形式 ,这 里 和 (18 久 中 一 样 ,所 要 求 的 那个 变换 太 就 是 所 有 在 化 
的 过 程 中 所 违 续 施行 的 T 变换 的 乘积 。 

现在 我 个 回 到 方程 (185) 。 在 [33] 中 我 们 证 明了 , 它 对 应 于 不 
同 的 入 的 值 的 解 一 定 互相 正 交 

和 [88] 中 完全 一 样 , 我 们 可 以 让 明 ， 租 成 短 阵 Z 的 列 的 那些 
矢量 以 及 对 应 的 值 和 就 输出 了 方程 (185) 公 痢 的 解 、 这 里 只 需要 
注意 一 个 将 形 , 就 是 方程 (186) 有 重 根 的 情形 。 链 如 说 , 如 果 方 程 
(186) 有 一 个 重复 度 为 mw 的 根 入 = 为， 那么 对 于 入 = 和 方程 (185) . 
就 有 % 个 粮 性 无 关 的 解 ww 中，…,w 中 。 显然 它 们 任意 的 一 个 简 性 
钥 合 也 是 方程 (185) 的 解 ,这 就 是 褒 ,方程 | 

4N 一 人 1Y 
以 矢量 wz， …， 2 所 生成 的 子 窑 间 作为 它 解 的 集合 ， 也 就 是 
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说 , 它 的 解 是 
人 wd 二 ORD i 十 CO00， 

其 中 Cj， …， Onw 是 任意 的 系数 。 在 这 个 子 空间 中 我 们 可 以 任意 
地 移 择 mn 个 长 广 为 1 的 互相 正 交 的 矢量 , 以 它们 作为 短 障 林 中 对 
应 于 特征 值 和 = 和 的话 列 。 因 之 ,和 [33] 中 的 短 阵 B 一 样 ,对 于 短 
午 如 的 选择 有 一 定 的 随意 性 。 不 但 如 此 ,每 一 个 矢量 we 的 分 量 
还 可 以 乘 上 一 个 数 , 我 们 知道 , 矢量 wo) 是 从 方程 (185) 的 一 个 解 
乘 上 一 个 数 使 它 的 长 度 变 成 工 得 来 的 ， 因 之 如 果 再 生 上 一 个 纸 对 
佳 为 1 的 数 千 果 还 是 一 样 的 ,这 就 是 说 , 可 以 乘 e 这 样 一 个 数 ( 它 
叫做 相 因 子 ) 。 这 样 一 来 , 矢量 的 长 度 仍然 是 1, 并 且 它 和 其 余 租 
成 方程 (185) 的 基础 解 系 的 矢量 仍旧 是 正 交 的 。 最 后 ,在 短 阵 如 中 
我 们 还 可 以 任意 地 改变 列 的 次 序 。 显 然 ， 这 样 一 种 非 本 质 的 变换 
只 是 政变 了 产 华 标 系 中 坐标 轴 的 条 号 ， 因 而 它 只 影响 了 对 角 短 阵 
中 数 的 次 序 。 在 以 后 我 们 将 一 将 假定, 这些 数 是 接 一 个 比 一 个 
大 的 次 序 排 列 的 。 

现在 我 们 转 到 厄 密 特 型 的 讨 洽 。 我 们 可 以 就 , 厄 密 穆 竹 陈 4 
对 应 于 下 面 这 样 一 个 尼 密 特 型 。 


A(W) ~ (Ax, w) = p23 Gh, (187) 


这 里 各,，…, wn 是 矢量 w 的 分 量 。 以 前 我 们 把 矩阵 4 看 作 空 间 
的 线性 变换 ， 把 它 作 用 到 一 个 矢量 x 上 就 输出 一 个 新 的 矢量 %'， 
我 们 写成 4 和 0。 在 4 (%) 的 公式 中 , 最 后 得 出 的 结果 不 是 矢量 , 而 
是 一 个 数 。 在 上 面 我 们 已 经 看 济 , 这 个 数 是 一 个 实数 。 

现在 假定 我 们 在 襟 间 里 作 了 一 个 0U 变 换 , 矢量 的 旧 的 分 量 按 
公式 %=Uw' 出 新 的 分 基 才 出 。 在 新 的 坐标 下 厄 密 特 型 d87) 成 
为 : 

(do Do) 。 
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利用 IT 变换 的 性 质 (125) ,对 这 个 数量 乘积 中 的 两 个 矢量 , 我 
们 可 以 在 左边 都 滋 上 U-:，,， 这样 一 来 ,在 新 坐标 下 厄 密 特 型 (187) 
就 有 下 面 的 表达 式 : 

(UiAUZ', 2')。、 (188) 

特别 地 ， 如 果 UU 变换 U0 把 矩阵 4 化 成 对 角形 式 ， 这 就 是 说 
(18 光 成 立 ,那么 在 新 的 坐标 下 我 们 的 厄 密 特 型 就 只 剩 下 了 #2zi 这 
样 的 项 ,也 就 是 说 ,我 们 把 厄 密 特 型 化 成 了 平方 和 : 

(2 DT-14Don — Maho Nazhvh te No 

因此 ， 这 里 和 在 [39] 中 一 样 , 化 敌 陈 4 成 对 角形 式 的 问题 就 
相当 于 化 对 应 的 厄 密 特 型 成 丕 方 和 的 问题 。 

代 蔡 厄 密 特 型 ;有 时 候 我 们 讨论 所 副 双 鼓 性 型 , 它 定义 为 ; 
(Ay,X) = 记 CA 

如 果 在 空间 中 也 作 一 个 可 变换 , 新 分 量 和 旧 分 量 的 关系 还 和 
以 前 一 样 ,那么 在 新 坐标 系 下 我 们 得 到 : 

(Ay, w) = (AUy', Uw') 
或 者 ;很 据 T 变换 的 性 质 : 
(UiAUy', 2) 。 

最 后 , 如 果 六 把 4 化 成 对 角形 式 , 于 么 在 相应 的 坐标 下 双 芒 
性 型 就 化 谱 王 面 这 个 极其 简单 的 形式 : 

> May, 

应 该 注意 ， 每 一 个 实 系 数 的 对 角 短 阵 都 是 厄 密 特 矩 障 ， 因 而 
U-!1[A，…, MJD 也 是 厄 密 特 和 矩阵 ,其 中 六 是 任意 的 敌阵 。 在 
上 面 我 们 已 经 直到， 反 过 来 每 一 个 万 密 特 敌阵 也 都 可 以 写成 这 种 
样子 。 

和 实 二 次 型 一 样 [385] , 厄 密 特 型 也 可 以 按 特 征 值 的 正 负 号 
来 分 类 。 璧 如, 如果 Ms 全 部 是 正 的 ,那么 厄 密 特 型 叫做 正定 的 , 汤 
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的 特性 是 , 对 所 有 的 wx, 它 的 值 全 是 正 的 ， 只 有 在 中 一 … 一 加 一 0 
时 宅 才 等 于 雾 。 同 样 地 我 们 可 乌 定 义 盾 定 的 和 不 定 的 厄 密 特 型 。 
. 完全 和 实 二 次 型 一 样 , 它 的 讨论 也 是 基于 公式 
(A%, Y) =—=NTIv TAT, 

公式 (183) 对 厄 密 特 矩阵 是 对 的 。 如 果 4 是 任意 的 甜 阵 ， 
和 4= 也 是 泥 的 共 营 敌阵 ,那么 代替 (183) 我 们 有 : 

(dz 21) = (x, AY) (1881) 

如 果 a 是 短 阵 4 的 元 素 , 闭 么 矩阵 4 的 元 素 是 {3A}w==&n， 
把 它们 直接 代入 就 可 以 验算 公式 (1831) , 和 验算 公式 (188) 一 梯 。 

和 ,可 交换 的 厄 密 特 和 矩阵 ” 裔 4 和 B 是 两 个 厄 密 畦 短 陈 。 
我 们 来 考虑 ， 在 什么 条 件 下 乘积 B4 也 是 厄 密 特 徐 障 。 我 们 作 药 
积 了 4 的 万 窗 特 共 罗 短 仁 : 

(BA) HM=AVB"Y 
或 者 ,利用 4 和 已 是 厄 密 特 和 矩 陈 : 
(BA) "= AB, 

要 使 B4 是 厄 密 特 矩阵， 宛 充 分 而 必要 的 条 件 是 4B 等 于 
34, 这 就 是 说 ,它们 是 可 交换 的 。 假 定 厄 密 特 拓 陈 4 和 B 用 同一 
个 V 变换 化 成 了 对 角形 式 : 

A=U Ah, hlU;B=U [pa, AD。 

不 难 证 明 ,在 这 个 情形 下 它们 是 可 交换 的 

AB= B4=TU-1[)apa plD。 

现在 米 证 明 它 的 逆 定 理 : 如 果 丙 个 龙 密 特 甜 体 是 可 交换 的 ;于 
么 它们 可 以 用 同一 个 0 变换 同时 化 成 对 角形 式 , 这 就 是 说 , 厄 密 
特 和 矩阵 的 可 交换 性 , 对 于 它们 可 以 用 变换 同时 化 成 对 角形 式 来 

:说 , 不 但 是 必要 的 而 且 是 充分 的 条 件 。 我 们 假定 4B=BA4。 这 里 
我 们 注意 ,与 宅 们 相似 的 矩阵 由 是 可 交换 的 。 因 为 
» (0-14A0) (0-1B0) =0-14BO=0-1BAO., 
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并 且 对 尼 积 (OQ-1B0) (0-1A0O) 


我 们 得 到 同样 的 表达 式 。 


假定 C 是 一 个 口 变换 , 它 把 4 化 成 对 角形 式 , 并且 我 们 让 .B 
经 过 同样 的 变换 。 新 的 矩阵 也 是 可 交换 的 , 因 之 在 我 们 定理 的 计 
明 中 我 们 无 妨 假定 ,矩阵 4 已 经 是 对 角形 式 了 ,这 就 是 鹃 ,元素 aix 
适合 条 件 
amw 二 0 当 i 天。 {189) 
以 54 裘 短 阵 的 元 素 ;这 两 个 矩阵 可 交换 的 条 件 可 以 写成 
oubu= b> Disdsy 


对 任意 和 %。 利 用 (189) ,这 个 条 件 变 成 : 
(@u— Qkp) px 一 0 ,=1, 2, …, %) o (190) 

如 果 所 有 的 数 au 全 不 同 ,那么 由 以 上 的 等 式 直 接 推 知 , bw 一 0 
当 i%, 这 就 是 膏 , 短 障 B 也 是 对 角形 式 , 我 们 的 定理 就 证 明了 。 

现在 来 看 一 般 的 情形 ,也 就 是 在 数 a 中 有 相同 的 。 为 了 确定 
起 见 ,我 们 假山 这 些 数 分 成 两 组 ,每 一 组 中 全 是 一 样 的 : 

0 一 一 Goio》 mrlymtl—= "= Vnno 

由 公式 (190) 可 以 知道 , 元素 bw 只 有 在 祈 和 同时 大 于 m 或 
同时 不 天 于 m 的 情形 才 可 能 不 为 堆 。 因 此 ， 在 这 个 情形 下 , 矩 陆 
上 B 是 准 对 角形 式 : - 
B= [Bi, Ba] ? 


其 中 BB1 是 一 个 m 阶 的 厄 窗 特 矩阵 ,Bs 是 (mn 一 m) 阶 的 厄 密 特 和 抵 


障 。 把 8B 完全 写 出 来 就 是 : 
Pb11, 7 Dmm; 0， J 0 | 
bani, ee Bon 0， 人 0 


0， 站 0， Dr1 m+1y 0 Dr,n o 
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在 不 改变 4 的 对 角形 式 之 下 ， 我 们 可 以 在 由 前 mx 个 单位 矢 
基 所 生成 的 子 空间 中 做 任意 一 个 口 变 横 , 在 由 后 % 一 m 个 单位 矢 
量 所 生成 的 子 空 间 中 也 做 一 个 T 变 换 。 我 个 选择 变换 玉 和 
Fa 把 短 了 Bi 和 Bs 化 成 对 角形 式 。 总 的 说 来 , 在 整个 % 杂 空间 中 
我 们 就 有 一 个 准 对 角形 式 的 0U 变换 

[V1,7s]。 

根据 上 面 所 说 的 ,在 新 的 坐标 系 下 ,敌阵 4 保持 对 角形 式 , 而 
短 阵 B 变 成 了 : 

[Va, Vs-1LBi, BalLPs, Val= [Vi BY, Va!BaVa], 
这 就 是 说 , 它 也 成 为 对 角形 式 , 这 就 证 明了 我 们 的 命题 。 

对 两 个 可 交换 的 敌阵 ,如 果 我 们 作 方 程 
4 一 和 Wi BER= nN, (191) 
那么 由 以 上 的 讨 阶 直接 推出 , 对 这 两 个 方程 我 们 可 以 找到 同一 组 
n 个 线性 元 关 的 解 。 这 些 解 就 狂 出 了 和 矩阵 如 的 刘 , 矩阵 把 这 两 
个 矩阵 都 化 臣 对 角形 式 。 换 句 话说 , 对 两 个 可 交换 的 厄 密 特 短 伍 
我 们 可 以 找到 同一 组 % 个 线性 无 关 的 特征 矢量 。 至 于 特征 值 , 也 
就 是 参数 入 入 的 值 , 一 般 地 当然 是 不 相同 的 。 应 该 注意 , 由 上 
面 所 说 的 并 不 能 推出 ,所 有 和 矩 耻 4 的 特征 矢量 都 是 矩 障 B 的 特征 
矢量 , 如 果 4 和 B 各 有 %% 个 不 辣 的 特征 值 , 闭 么 除去 可 以 益 一 个 
常数 倍数 外 只 有 一 个 矢量 对 应 于 每 个 入 各 pw, 那么 上 面 的 话 当 
然 是 对 的 。 但 是 一 般 说 来 ,如 果 特 征 矢量 中 有 相同 的 ,这 一 点 就 不 
成 立 了 。 设 2% 中 是 短 障 4 和 B 的 一 个 特征 矢量 的 完全 姐 , 而 和 
和 x 是 对 应 的 特征 值 , 辟 如 襄 , 假 定 , 为 ==Xha, 但 凡夫 Ha。 慰 人 么 矢 
基 O01w 中 二 0sw3 对 任意 的 常数 C1 和 Os 者 和 年 际 4 的 特征 矢 
量 ,但 是 不 是 B 的 特征 矢量 。 

| 上 面 全 部 的 讨论 很 容易 可 以 搬 到 多 个 短 障 有 的 情形 ,也 就 是 :如 
果 有 一 些 厄 密 特 矩阵 41,，…, 4 它们 经 过 也 变换 可 乌 同 时 化 成 
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对 角形 式 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 ， 它 们 两 两 可 以 交换 ， 这 就 是 
膏 , A144 一 4p4i 对 任意 的 从 1 到 1 的 和 大成 并 。 
和 恕 .化 口 短 看 成 对 角形 式 ” 对 于 化 成 对 角形 式 这 一 点 来 襄 ， 
答 障 和 厄 密 特 矩阵 有 完全 相仿 的 性 质 ， 这 就 是 说 : 如 果 矿 是 一 
个 辽 短 阵 ,那么 总 能 找 得 到 一 个 Z 甜 阵 六 使 得 短 阵 
U-yU 
是 对 角形 式 。 我 们 可 以 把 问题 写成 下 面 的 样子 : 
VU=UI[NM, …, Ml]y (192) 
， 鞭 中 也 是 所 要 求 的 U 短 障 , hw 是 所 要 求 的 数 。 
和 对 于 厄 密 特 矩 隙 一 样 ， 相 当 于 短 阵 7 的 现 的 是 一 些 矢 量 
2 这些 矢 量 必 须 是 方程 
Fw 一 ?2 (198) 
的 解 , 其 中 入 等 于 数 xx。 和 上 机 一 样 地 , 由 此 直接 推 知 , 这 些 数 和 
必须 是 特征 方程 
| | V1 A, 213， Din 
231，223 一 人 … Van _0 (194) 
Dn1y Dnay On 一 人 
的 根 ,其 中 vis 是 甜 阵 矿 的 元 素 。 
首先 我 们 指出 ,如 果 Da 和 Ti 是 UV 矩 陈 ,那么 TID 也是 
了 短 际 。 因为 从 Ui 是 六 短 障 推出 Ti 是 六 矩 了 休 ， 同 时 I 矩阵 
的 乘积 还 是 本 短 阵 。 | 
取 方 程 (19 光 的 基 一 个 根 和 =X1, 代 太 方程 (193) ,我 们 确定 一 
个 适合 这 个 方程 的 单位 矢量 % 中 ,以 它 作 一 个 新 的 华 标 矢量 ,再 添 
上 (nm 一 了 ) 个 单位 矢量 ， 使 得 我 们 得 到 % 个 互相 正 变 的 单位 矢量 。 
由 旧 坐 标 转换 到 新 坐标 相当 于 一 个 喇 变换 厅 , 这 样 , 我 们 的 区 短 
了 漠 术 就 变 到 了 一 个 相似 的 短 阵 
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Vi=UrV Ui 
对 应 的 方程 Trim 一 ae 
当 和 = 各 时 以 矢量 (1 0, …, 0) 作 为 一 个 解 ,从 而 推出 , 短 阵 六 第 
一 列 除 去 第 一 个 元 素 是 )a 外 全 是 雾 。 但 是 在 T 敌阵 中 每 一列 元 
索 的 模 的 平方 和 等 于 工 , 因 之 我 们 可 以 断定 , 数 的 模 等 于 1。 我 
们 知道 , 在 矩阵 刻 中 每 一 行 元 素 的 模 的 平方 和 也 等 于 I。. 上 
面 已 经 证 明了 第 一 行 的 第 一 个 元 素 )a 的 模 等 于 1, 因 之 , 第 一 行 
其 余 的 元 索 必 须 公 是 雳 。 于是， 在 作 了 第 一 个 T 变换 之 后 , 我 们 
已 杷 把 这 个 甜 阵 化 成 了 这 样 的 形式 ， 即 在 它 的 第 一 行 和 第 一 列 
除去 第 一 个 元 素 外 其 余 的 元 来 全 是 敌 : | 
1 各，0，…，0 | 
0， 2 入 ，…y 2 | 


1) 1 
0， vo，…, vo 


我 们 有 了 和 厄 岩 特 和 矩 障 完 全 相仿 的 博 况 。 进一步 我 们 知道 ， 
元 崇 vb 粗 成 一 (n 一 1) 阶 的 上 答 障 。 再 作 一 次 U 变换 ,我 们 可 以 
使 这 个 矩阵 的 第 一 行 和 第 一 列 除 去 第 一 个 元 素 外 其 余 的 元 素 全 是 
圭 ， 而 第 一 个 元 素 的 模 等 于 1。 总 的 说 来 , 在 做 了 两 个 0 变换 之 
后 ,我 们 的 U 憩 阵 变 成 了 

0, 0, 1 0 
jo0, 0, 0, ,0 
lo, 03 72 和， 0 v2 


| 0，0， ey ns : vA | 
这 样 一 直 继续 下 去 ， 最 后 我 们 把 我 们 的 7 短 陈 用 也 变换 化 
成 了 对 角形 式 。 应 苇 注 意 ,由 以 上 的 推理 可 以 知道 ,Z 类 陈 的 蛙 征 
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和 在 [41] 中 一 样 我 们 可 以 证 朋 ， 如 时 一 些 U 短 障 是 两 本 可 实 
换 的 ,那么 用 同一 个 U A EO 
我 们 再 指出 以 下 这 个 事实 。 假 设 一 个 U 短 障 把 基 一 个 和 矩 隙 
.4 化 成 对 角形 式 , 这 就 是 说 ， D4U 是 对 角 短 陆 。 我 们 知道 , U 
的 行列 式 的 模 是 十 因 之 我 们 可 以 技 一 个 实数 w 使 年 阵 ewT 的 
行列 式 等 于 1。 同 时 了 敌阵 e“U 也 把 敌阵 4 化 成 对 角形 式 ;因为 
(erU) A (emU) =ewewUrAU =U-1AU, 
因此 ， 我 们 总 可 以 认为 化 某 一 个 矩阵 成 对 角形 式 的 吕 和 矩阵 的 行列 
式 就 等 于 1。 | 
例 作为 化 成 对 角形 式 的 例子 我 全 来 考虑 一 个 三 阶 的 实 正 交 第 库 
Vs 1129 VI3 
V = Vals ‘Vos tos 
| Valy Ve2y 733 
我 人 假定 这 个 矩 重 的 行列 式 是 (十 ,也 就 是 襄 , 对 应 于 这 个 矩 硬 的 是 把 三 外 空间 
作为 一 个 整体 纱 原 点 的 一 个 震动 根据 条 件 , 矩阵 (195) 的 特征 方程 的 常数 项 是 因 
为 显然 地 这 个 常数 项 就 是 拭 障 的 行列 式 。 在 另 一 方面 , 我 们 看 出 , 这 个 特征 方程 所 有 
根 的 模 公 等 也 1。 特征 方程 的 首 顷 是 (一 X)3= 一 8, 因 之 ,方程 的 常数 项 , 也 就 是 十 就 
舍 于 方程 根 的 乘积 。 册 于 这 个 方程 是 实 有 条 数 的 ,只 可 能 有 了 两 种 情形 , 就 是 :这 个 方程 有 
一 个 杭 是 1, 另 和 外商 个 是 模 为 1 的 共 示 虚 根 ,这 就 是 议 , 另 外 两 个 根 是 c+i?, 或 者 这 个 方 、 
程 有 一 个 祖 基 1, 另外 两 个 根 是 (一 1)。 亿 二 种 情形 是 第 一 种 情形 当 9 一 x a 


局 (195) 


殊 情形 。 
特征 值 一 工 对 应 一 个 实 矢 基 x 中 它 是 方程 
Fo 一 xz (196) 
的 解 。 | 


换 名 话 融 ,这 个 矢量 在 由 矩 障 六 所 确定 的 空间 转动 中 是 不 变 的 。 这 个 矢量 因 为 对 
庶 于 实 什 入 =1, 所 以 是 一 个 实 矢 量 , 它 显 然 类 定 一 根 提 , 瞧 疝 就 钞 这 根 加 转动 (空间 每 
一 个 弹 原 点 的 转动 都 相当 于 较 一 根 遂 过 原点 的 轴 的 转动 )。 为 了 用 扯 障 了 的 元 素来 殉 
定 矢量 x 中 的 分 基 , 我 们 把 方程 (196) 改 写 为 : 
V-lxD ox, 
或 者 ,由 于 六 是 一 个 实 的 可 矩 障 ,我 俏 可 以 皇 : 
VxD=ZxD, 


从 4196) 诚 去 它 , 我 们 得 到 ; 
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(Fo0xd=0 
把 这 个 等 式 完全 号 出 条 ,并 及 (ty Wal, xD) 卖 示 矢 量 x 中 的 分 量 。 我 们 得 到 方程 粮 : 
(Vio— Van) tat (U13— V3) Ua1=0 
(Vai— V12) U1 十 (vos— ve2) Wal=0 
(V31 — Vi9) M11 (V99— Vas) tat, =0 
由 它们 立 部 得 出 天 定 转动 者 的 方向 的 公式 : 
U1 Wal ‘Ha1 = (Vos ~ V2) : (V91— V49) : (V2—~ ol) a 
筋 外 两 个 特征 矢量 z(2 和 x 人 3) 显然 必须 适合 方程 
Txt 一 eipzG) 和 Tax) 一 cipz(8)9 (197) 
客人 是 复 分 量 的 矢量 。 核 据 下 面 的 条 件 我 个 可 以 决定 9， 就 是 ,特征 方程 根 的 各 就 等 
于 对 角 继 上 项 的 和 ,也 就 是 矩 陈 7 的 迹 ; 
1-te~io Heir=1-+2 cos 9 =U1++V22- Vane 
着 且 可 及 认为 p 是 在 0 与 5 之 阅 。 
四 方程 (197) 推 知 ,由 子 在 方程 (197) 中 的 值 是 共 频 复数 ,所 以 我 们 可 以 假定 矢 
量 z9) 和 ww 的 分 量 是 共 蜀 的 。 我 们 作 一 个 新 的 可 答 潮 : 


dy 0; 0 
1 人 
0， 一 = 一 -一 
Do-| ”vv 了 |。 (198) 
1 
下 了 
|® 交配 


不 难 就 曲 , 矩 障 一 Do 赌 列 的 元 二 就 是 矢 县 
WD) ， ，w(G2) 9) 
WO 
的 分 量 ,它们 都 是 实数 。 并 且 , 短 隙 所 因为 是 两 个 苹 矩 际 的 乘积 ,所 以 也 是 一 个 五 矩 
际 , 这 就 是 襄 , JF 是 正 交 短 陈 。 现 在 对 类 陈 用 实 的 7 抢 障 环 作 一 相似 变换 。 序 
得 : 


W-iyW Ur-UUo= U1, oie, e-iplUoo 
实际 抬 这 些 短 际 科 出 来 , 译 得 : 
0， 0 


WyW=|0, cosp, -sin gl (199) 


0, sing, cosg, 

我 们 总 可 忆 假 定 正 交 算 陈 厂 的 行列 式 等 于 (+ 了 , 否 期 的 诉 我 们 用 (一 起 梯 这 个 
矩 陈 , 这 样 井 不 影响 关 采 式 (199)。 因 之 ,对 应 于 矩 障 瑟 的 也 是 空间 的 某 一 个 运动 。 拭 
际 (199) , 它 是 经 过 坐标 变换 zx 一 琴 2 之 后 所 得 到 的 与 答 阵 了 相似 的 矩阵 , 它 在 新 航标 
下 答 负 了 一 个 和 矩阵 在 原来 的 坐标 下 零 出 的 变换 相同 的 变换 。 出 矩 际 (199) 的 形式 
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看 接 推出 ,与 矩 降 (199) 对 应 的 是 简 新 埋 x' 中 转角 度 9 的 一 个 转动 ,而 我 们 所 作 的 变换 
的 实质 就 是 取 上 面 所 发 的 这 个 由 矢量 x 中 下 示 的 转动 加 作为 新 十 <'d)o 

由 以 上 的 计 葵 还 可 以 推 知 一 个 重要 的 事实 , 即 :所 有 对 应 于 空间 转 一 个 一 定 的 角 
度 9 的 畦 动 的 矩 障 休 可 以 用 相似 变换 (对 不 局 的 矩 障 用 不 局 的 变换 ) 变 到 同一 个 形状 
(199) ,从 机 , 罕 部 这 笠 的 矩阵 都 彼此 相 伏 。 

对 应 于 不 局 旦 动 角 的 矩阵 是 不 可 能 相 俱 的 ,因为 这 样 的 撼 障 的 特征 值 1T, ei? 和 
ci9 对 于 不 同 的 9 是 不 局 的 。 全 部 这 些 性 质 都 有 极其 简单 的 几何 意义 。 

43， 投 影 得 隙 ”现在 我 们 米 讨 论 龙 窗 特 给 阵 的 一 神 特 丈 情 形 。 仍 Em 是 一 由 多 
个 继 性 无 头 的 矢量 外 中 ，… ,gy 所 生成 的 m 箱子 空间 。 这 个 子 空 阐 是 形式 为 

Cy PHC DF OmYy 

的 所 有 矢量 的 集合 ,其 中 Cx 是 任意 的 数 。 把 矢量 9) 正 奖 化, 我们 可 以 做 出 nr 个 互 
相 正 奖 的 单位 矢 芯 


KD, LN) 
忆 们 生成 同一 个 子 生 阅 wo 再 做 (一 mm) 个 单位 儿 基 
RM+L), a XR), 
我 们 可 以 把 它 俏 补充 成 为 一 4 个 互相 正 灾 的 单位 矢量 的 完全 组 。 
人 矢量 xntD，…， x 生成 一 个 人 一 如) 灯 的 子 空 闻 Eh-m, 并 且 在 下 面 的 意义 下 
子 宪 闭 En 和 Bh-m 是 互相 正 交 的 ,这 就 是 子 空间 Em 中 任 一 矢量 与 子 空 间 到-m 中 
任 一 矢量 正 突 [141。 把 任意 一 个 矢量 x 分 解 成 : 


2 一 OU 十 … 二 《200) 
我 们 可 以 把 它 表 成 两 个 矢量 的 和 ; 
X= mr DT tm] imiT ntD ton)] = 1 十 D; (201) 


其 中 第 一 个 属于 有 Rm, 而 第 二 个 属于 Rh_mo 不 难 证 明 , 对 任意 一 个 矢量 x 这 种 分 解 成 
两 部 分 的 分 法 基 哈 一 的 。 事 实 上 ,假设 除去 分 解 (201) 之 外 ,还 有 第 二 种 分解 x*=W' 十 ， 
泥 也 有 上 上面 所 策 的 性质 。 那 么 
2 十 0 一 1 十 2 或 者 UU 一 WW 一 Vv!' 一 Do 

左边 的 关 基 属于 Bm, 而 右边 的 矢量 属于 -ms 因 之 , 一 w 和 2 一 必须 是 正 
奖 的 。 

但 是 鲜 一 个 矢量 ,如 果 和 它 自身 正 交 的 烽 , 显 然 要 等 于 泛 [1 和 ,因而 4 一 ww 一 0, 这 
就 是 说 , =u'， 而 =v21, 也 就 是 履 , 夭 量 女 和 了 是 丢 x 瞧 一 地 决定 。 矢 量 4 叫做 
矢 基 % 到 子 空间 Bw 的 投影 。 由 示 这 个 由 欠 量 x* 到 矢量 4 的 转换 的 矩阵 由 做 型 子 空 
网 Ry, 网 的 投影 短 陆 得 际 ;用 Pp 用 Pe 代 正 。 这 个 给 障 的 形式 当然 是 公转 了 于 坐标 贰 的 选择 。 

如 果 我 们 下 x% 作为 基础 单位 矢量 ,那么 x 由 公式 (201) 类 示 , 而 矢 革 期 由 公 
式 
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U=mx Vn, 
址 示 , 在 这 个 情况 下 ,投影 这 个 运算 简单 地 就 是 让 前 m 个 分 量 保持 不 变 ,而 让 其 余 的 分 
最 为 零 。 对 应 的 投影 短 阵 显然 是 一 个 形式 为 
Prm=[1,1, ,1,0,0,...,0] 
的 对 角 上 矩阵, 其 中 前 个 是 1, 而 其 余 的 是 零 。 如 果 我 们 把 坐标 轴 换 一 种 辕 号 ,那么 
就 只 是 改变 了 这 些 元 业 的 次 序 ,和 以 上 一 样 还 是 一 个 由 1 和 0 粗 成 的 对 角 上 矩阵 。 在 一 
般 的 情形 ,对 任 阁 的 入 卡尔 坐标 条 投影 示 障 是 : 
.Pra=0-I1, ,1,0,.., 01U, (202) 
这 里 DV 是 类 一 个 矿 答 际 ， PR 的 特征 信 符 隆 1 或 者 0。 肥 过 求 ,每 一 个 这 种 形式 的 
厄 密 特 掩 阵 都 是 到 某 一 个 子 空间 的 投影 短 际 ,这 个 子 空间 的 灯 数 就 等 于 PR 的 等 于 并 
的 特征 值 的 个 数 。 
还 可 以 用 另 一 种 方式 水 定义 投影 短 嘛 ,就 是 :投影 算 陈 是 适合 关 采 式 - 
P=P {203) 
的 一 个 厄 密 特 算 隙 。 
素 实 上 ,注意 到 了 =1, 02=0, 我 们 不 难 验 算 , 形 式 为 (202) 的 答 阵 满足 关系 式 
(203)。 反 过 来 ,如 果 一 个 厄 密 特 短 阵 适合 关系 式 (203) ,并 量 把 汤 化 成 : 
五 一 ZI ho MY, 
那么 根据 (203) : 
DUAL, 7, MD = UA …， MadD, 
这 就 是 岗 ， 科 一 Xz (二 二 23， …， 科 ， 由 此 立 序 推出 ， 入 = 工 或 0。 如 果 一 个 矩阵 的 特 
征 值 全 等 于 二 那么 这 个 矩阵 就 是 单位 矩阵 ,与 之 对 庶 的 是 己 等 变换 , 换 句 咱 肿 ,这 就 是 
矢量 到 整 个 容 瑞 的 投影 (每 个 矢 最 都 不 变 )。 把 这 个 不 重要 的 情形 除外 ;投影 类 别 下 少 
有 一 个 特征 佳 等 耶 堆 , 因 之 这 个 撼 障 的 行列 式 ,等 于 特征 值 的 乘积 ,也 就 等 子 雳 ,当然 
我 们 就 不 能 谈 到 竟 矩 际 P-l。 再 注意 一 点 ,由 定义 可 以 直 搂 推出 ,投影 矩阵 了 mw 不 改 
变 属 于 Bo 的 矢量 , 它 编 短 不 属 子 Bm 的 矢量 的 长 度 。 
在 有 了 这 个 准备 知 蕉 之 后 ,我们 现在 甩 诗 哈 一 些 关于 投影 给 阵 的 运算 。 假 设 我 全 
有 了 两 个 挡 影 矩阵 Px 和 Ps, 省 俩 的 乘积 为 零 , 这 就 是 说 ,是 一 个 元 环 克 为 零 的 挫 隧 ; 
PsPrR=0。 (204) 
在 子 空 并 如 中 芭 一 个 矢量 x 使 得 Pax 一 wo。 由 公式 (204): 
Pasx=0。 
由 此 可 以 推 凡 , x 和 子 空 阅 8 中 任意 一 个 矢量 正 交 。 因 为 ,否则 我 们 在 子 空间 3 
中 就 可 以 找到 一 个 单位 矢量 y 洗 不 和 x 正 交 ,那么 就 用 它 做 第 一 个 毕 标 矢量 ,这 样 ， 多 
的 第 一 个 分 量 不 等 于 雾 ,把 x 投影 到 8 时 这 个 分 量 是 不 变 的 。 因 此 我 们 轩 到 ,如 果 条 
体 (204 满 是 ,上 则 卫 的 鲜 一 个 和 量 和 8 的 仁 一 个 矢量 正 次 ,并 且 反 过 来 也 成 立 。 与 
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《204) 局 时 我 们 就 有 : 
PrPs=0。 (205) 
齐 实 上 ,对 任意 的 矢量 y， 矢量 Psy 属于 8, 因而 它 和 卫 的 每 一 个 矢量 正 交 , 这 
就 是 襄 , 对 每 一 个 矢量 9 我 们 都 有 : 
PrPsy=0, 
-这 就 相当 于 4208 。 及 过 来 ,她 果 两 个 子 空 鸳 R 秋 8 在 上 面 所 设 的 意义 下 是 正 奖 的话， 
那么 (304) 和 (205) 成 立 。 
现在 我 们 涵 考 虑 两 个 投影 矩阵 的 和 : 
了 = Pa 十 Ps : (206) 
并 且 假定 它们 适合 条 件 (20 和 和 (205)。 矩 陈 (206) 显 然 是 一 个 厄 窗 特 拭 阵 , 我 们 要 证 
明 宪 也 是 二 个 授 影 算 障 。 为 了 这 个 目的 我 们 来 证 明 它 的 在 方 竺 于 洗 自 己 
P=(PrtPs) (Pr Ps)= PE PrPs--PsPrit Pp, 
从 这 里 ,根据 上 面 的 条 件 以 及 PP 和 Ps 都 是 投影 矩 库 , 得 : 
P= Pt Ps=Po 
不 难 证 明 ,在 这 个 情形 下 ,与 短 阵 P 对 应 的 就 是 到 子 空间 (十 5) 的 投影 , 子 空 阅 
(十 3) 是 子 空 图 五 和 3 的 和 ,意思 就 是 , (如 十 38) 是 由 生成 吾 的 矢量 和 生成 8 的 矢量 
合 在 一 起 所 生成 的 子 空 疝 , 这 就 是 访 , 如 果 矢 量 z0D，…， zx) 生成 玫 ， 80， 2 
生成 8, 那么 (BE 十 8) 是 所 有 下 面 这 种 矢量 的 集合 : 
C1xz0) 十 … 十 Cox 十 DID 十 十 DatU(O 
其 由 Ci 和 Dj 是 任意 常数 。 上 面 这 个 性 质 可 以 推广 到 任 辣 多 个 项 的 和 : 
P=Pg,+'+T Ps,o (207) 
如 果子 给 阅 8 是 两 两 互相 正 交 ,这 就 是 襄 , 对 不 向 的 i 和 j ，Si 的 任 一 个 矢量 和 
5S; 的 任 一 个 矢量 正 奖 ,那么 和 (207) 是 到 子 空间 (8 十 … 十 Sn) 的 抽 影 短 限 , (31 十 ,… 
十 Sm) 是 由 生成 子 空间 Sx 的 全 部 矢 基 全 在 一 起 所 竺 成 的 子 瞧 间 。 在 特殊 的 情形 ,这 个 
狂 可 能 等 子 单位 矩阵 加 
T=Pg.-…~ Pgs»,, 
在 这 个 情形 ,通常 我 俏 把 宕 夺 做 把 单位 分 解 为 投影 矩阵 ,或 者 简单 地 就 串 做 单位 的 苍 
和 解 。 
我 们 再 来 考虑 两 个 投影 矩 际 的 乘积 
了 一 PagPpo (208) 
要 使 这 个 柔 积 也 是 投影 矩阵 ;省 先 这 个 丈 积 就 必须 是 厄 密 特 矩阵 ,而 这 一 点 在 [41] 
中 已 绝 知 道 , 我 俏 的 矩阵 必须 是 可 突 换 的 
PpPs= PsPro (209) 
我 全 水 证 明 ,这 个 条 件 同时 也 是 充 共 的 ,这 就 是 褒 , 在 这 个 情形 下 矩阵 的 平方 如 就 
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等 于 矩 际 P: 
P= PsPrPgsPe 
践 者 ,利用 条 件 (209) 把 矩阵 实 换 : 
P23—= PSP%= PsPE, 

这 正 是 我 们 要 攻 明 的 。 不 难 恰 证 ,在 拭 短 实 换 的 条 件 (209) 之 下 与 炬 障 (208) 对 应 的 是 
到 这 样 一 个 子 空间 的 授 影 ,这 个 子 空间 是 由 所 有 于 和 8 共同 有 的 矢量 所 粗 成 的 。 

我 们 再 指出 一 个 结果 ,不 过 不 予 证 明 , 虽 然 证 明 超 及 也 肖 有 什么 困难 ,这 个 苦果 是 
如 果子 空间 8 是 子 空 阅 五 的 一 部 分 ,那么 盖 

人 P=Pp~Ps (210) 

也 是 一 个 投影 答 际 。 如 果 x 是 生成 8 的 基础 矢 且 ,那么 在 这 些 失 及 之 外 再 添上 一 
个 或 者 几 个 禄 性 无 关 的 矢量 ,我 们 就 可 以 得 到 和 毕 成 BB 的 基础 矢量 。 后 添上 去 的 这 一 些 
矢量 本 刁 具 成 茶 一 个 子 空 阅 T, 在 这 个 和 铺 形 ,矩阵 (210) 就 是 到 这 个 子 空 问 的 投影 拓 
漠 。 

利用 投影 矩 障 , 化 厄 窗 特 和 矩阵 成 对 角形 式 的 问题 ,就 是 在 有 着 相同 特征 值 的 情形 ， 
也 可 己 完 全 确定 地 招 它 就 出 来 。 

属 如 翅 , 假 设 ,我 贫 有 一 个 尼 密 特 矩 障 

A=UfM, …，XZ-1 
其 中 可 是 一 个 避 和 矩 障 。 为 了 确定 起 昂 , 我 个 假定 Xx 分 成 两 组 ,每 一 组 所 色 含 的 特征 
值 是 相等 的 ,并 且 前 m 个 数 等 于 k, 而 其 余 的 人 a 一 加 0) 个 等 于 2 
A=U[E4, ,hv VU 
显然, 我 个 可 以 把 它 改 写成 : 
4 一 KTET， ,1, 0，…，0]I-1-ZTE0，…， 0 1, ,11U-1o 
我 个 条 考虑 投影 矩阵 
Pp=0[1, ,1, 0, ,OU-1; Pe=U[0, ,0, 1, ,110 

对 应 的 子 空 漳 五 和 8 显然 是 互相 正 痰 的 ,同时 这 两 个 投影 矩阵 的 和 是 单位 粉 障 。 

因此 在 这 个 情形 下 我 们 有 : 


A=uPr+vPyg, 
其 中 = Mtl= "Myo 
在 一 般 的 情形 ,化 尼 密 特 矩 障 成 对 角形 式 的 问题 就 轨 糙 到 单位 的 分 解 
I=Pg,t+ "Ps, (211) 
它 使 我 们 的 给 障 4 可 以 才 成 : 
A=mPs,+*…+ /imPsny ~ (212) 


其 中 以 是 矩 陈 4 不 同 的 特征 值 。 这 样 一 洒 , 每 一 个 厄 密 特 矩阵 都 对 应 一 个 一 定 的 音 
但 的 分 解 (311) , 沁 使 这 个 簿 隘 下 成 (212) 的 形式 。 
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不 难 把 所 有 .上面 的 猜 果 不 用 矩 谭 ,而 用 龙 密 特 迎 的 话 来 襄 。 每 一 个 元 党 为 Pik 的 
投影 矩 障 PE 都 对 应 一 个 尼 密 特 型 
了 PR(z) = (PX, x) = ,pri 《213) 
窟 有 时 使 趾 做 单一 型 (Ocoax opxa)。 如 果 对 应 的 子 空间 忆 是 mm 站 的 ,我 条 到 五 中 
的 名 个 长 朗 为 1 而 又 互相 正 交 的 舌 量 作为 前 m 个 基础 矢量 ,那么 在 这 个 坐标 条 下 ,我 
俏 的 厄 密 特 型 ( 红 3) 成 为 : 
(Pp%, Mr) = Kin yt + nn o 

再 着 ,如 朵 矩阵 Ps 是 一 个 单位 的 分 解 ,如 (211) ,那么 从 每 一 个 子 空 阐 gx 中 取出 

互相 正 奖 的 单位 矢量 作为 其 确 矢 晤 ,显然 我 们 就 有 : 
Per w) San, 
因而 ,对 任 音 坐标 加 的 选择 ,和 
总 Pss(x) 


都 才 示 矢量 长 度 的 平方 。 因 之 我 全 可 以 导 , 化 龙 密 特 列 4 成 在 方 和 的 问题 就 相关 二 下 
面 这 两 个 等 式 : 


A = Bupa (214) 
4 lz|2= 名 Ps (x)o 。 “(215) 


这 样 一 梁 , 在 引入 投影 答 陋 之 后 ,化 厄 窗 特 答 际 成 对 角形 式 的 问题 就 可 以 不 用 坐 
标 轴 的 特殊 的 选择 而 倒闭 出 求 。 同 时 ,这 样 就 使 我 们 有 可 能 把 以 前 的 猪 果 , 加 以 适当 
的 改变 , 引 佛 到 无 限 准 空 二 的 情形 , 源 是 近代 量子 力学 中 数学 方法 上 的 一 个 基本 阅 题 。 
这 一 点 等 到 以 后 殖 仔 粕 获 。 到 无 限 亲生 的 这 个 推广 已 么 超出 了 代数 的 范 图 , 它 圭 要 
地 是 引信 分 析 的 工具 。 
妖 . 矩 际 的 画 数 ”和 矩阵 也 可 以 作为 某 一 些 画 数 的 元 。 在 这 里 
我 们 只 诗 论 最 简单 的 夯 数 ， 也 就 是 甜 陈 的 多 项 式 和 有 理 分 式 。 在 
言论 过 复 变数 两 数论 之 后 , 我 们 对 矩阵 画 数 的 理论 将 作 更 说 尽 的 
研究 。 一 个 变量 撼 障 4 的 % 次 多 项 式 f(4) 是 : 
f(A4) = 一 co 士 cl 十，… 十 cmn4dn， (216) 
这 里 o 是 数值 系数 。 在 这 个 情形 下 , 画 数 的 值 也 是 一 个 短 阵 ， 显 
然 , 它 的 元 素 是 由 下 面 的 侠 式 表达 : 
{f(A)}w= co6mT+ cr{A}mt + on{A"}in, 
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这 里 64=0 当 jp， 6 一 1 

我 们 也 可 以 讨论 几 个 矩阵 的 多 项 式 , 不 过 必须 注意 到 这 些 移 
阵 对 乘法 的 非 交 换 性 。 两 个 变量 矩 耻 4 和 8B 的 一 般 的 二 次 多 
式 是 : | 

f(4, B)=6c0t+e1d+oaB+csA?teB dcs AB4-ceBA, 

在 公式 (216) 中 把 短 陈 4 换 成 一 个 和 息 相 似 的 敌阵 U14U。 

注意 到 (0-+40)*=U-+4D ,我 们 就 有 : 
f(UTIAU) =cotoU 1AU0 + onU TA"U = 
=U i(cotord+…+onA")U, 


这 就 是 说 
JU-LID UY DU, . (217) 
对 多 个 短 障 的 多 项 式 有 相仿 的 公式 
FU-L4D, U-1BU) =U-1f(4, BT。 (218) 


现在 我 们 比较 仔细 地 来 看 一 下 厄 密 特 算 阵 的 情形 。 如 果 4 是 
一 个 厄 密 特 矩 限 , 那 么 直接 由 定义 可 以 推 知 ,任何 正 整 数 方 次 4*， 
以 及 乘积 ec4,o 是 一 个 实数 , 也 都 是 厄 密 特 甜 阵 。 由 此 直接 推出 ， 
如 果 在 公式 (216) 中 4 是 一 个 厄 密 特 和 矩阵 工 且 系数 cx 者 是 实数 ， 
那么 西数 值 (4) 是 厄 密 特 敌阵 。 显 然 , 这 个 厄 密 特 短 阵 了 (4) 和 
4 是 交换 的 , 着 且 它们 可 以 同时 用 变换 化 成 对 角形 式 。 首 先 我 
们 注意 ,如 果 在 画 数 (216) 中 4 的 地 位 代入 一 个 对 角 甜 障 [ia，…， 
各] ,于 么 得 出 的 结果 显然 也 是 一 个 对 角 年 阵 


oN, ED), 7OoO]， (19) 


这 里 (和 x) 是 我 们 的 多 项 式 在 4 的 地 位 用 数 hj 代 大 所 得 出 的 值 。 
现在 我 们 假定 ,六 是 一 个 品 变换 , 它 把 乍 阵 4 化 成 对 角形 式 
. A4=V [Ai, "yy An] Da 
根据 (217) 和 (219) 我 们 就 有 : 
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~ f(4)=V[f0D, ,fm) VY, 
这 就 是 说 ,六 也 把 (4) 化 成 对 角形 式 , 并且 f(x) 就 是 矩阵 (4) 
的 特征 值 。 
我 们 现在 来 讨论 有 理 分 式 。 设 广 (4) 和 fa(4) 是 短 障 4 的 两 
”个 多 项 式 。 我 们 来 考虑 它们 的 商 


用 从 


在 以 上 我 们 知道 , 一 般 说 来 , 两 个 甜 阵 的 商 没有 确定 的 侍 
[26 ], 不 过 在 这 个 情形 下 , 不 难 证 上 明 , 只 要 和 矩 障 fa(4) 的 行 刘 式 不 
个 零 , 商 (220) 有 一 个 确定 的 值 。 商 (220) 可 以 有 两 种 写法 : 

有 (4)fa( 轴 ~ 或 者 fa(4)-1f1(4)。 

我 们 来 证 明 ,这 两 个 乘积 是 相等 的 ， 

FAFA) = fad) (A), 


或 者 ,就 相当 于 
fa(A)fi(A)=f1(4)fa(d)。 | (221) 
因为 我 们 的 多 项 式 只 含有 一 个 和 矩阵 4, 所 以 它们 是 可 交换 的 ， 
这 就 是 说 , (221) 的 确 成 立 , 从 而 商 (220) 有 确定 的 值 。 进 一 - 步 不 难 
有 验算， 在 一 个 矩阵 的 情形 ， 有 理 分 式 的 莱 法 和 往常 的 分 式 是 一 样 
的 。 因 为 


f1(A) .fa(d) _ —114 -1 
DD DF A) 
或 者 ,注意 到 交换 性 : 
有 OFT 
A A 
FA) 
作为 一 个 例子 ,我们 来 讨论 下 面 这 个 有 理 分 式 : 


UI, (222) 
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这 里 4 是 一 个 厄 密 特 短 际 , 邹 ZY=4。 很 容易 证 明 , 是 一 个 
7 短 阵 , 仓 
Dw=U1, (223) 
事实 上 ,我 们 有 : 
-了 
把 它 变 成 转 置 矫 陈 ， 色 和 a E 
DO ED LL = 41), 
由 于 =4, 得 : 
DriA) did) -0 
这 就 是 说 , (223) 是 适合 的 ,U 确实 是 一 个 7 矩阵 。 
我 们 可 以 把 公式 (228) 写成 : 
U64) = (L464), 
并 且 根 据 (222) , 0U 和 4 是 交换 的 , 则 


TI (224) 
完全 和 上 面 一 样 , 我 们 可 以 证 明 , 如 果 是 一 个 敌阵 莽 且 
敌阵 世 十 工 的 行列 式 不 为 雳 ,那么 由 公式 (224) 决定 的 4 是 一 个 厄 
“ 密 特 逢 阵 。 这 样 一 来 , 每 一 个 .D(U 二 1) #0 的 I 矩阵 都 可 以 由 一 
个 厄 密 特 短 阵 4 按 公 式 \222) 来 表示 。 
和 牟 ， 无 限 难 室 闻 ”我 们 现在 来 引进 无 限 锥 空间 的 概念 。 在 
这 以 前 我 们 得 先 谈 一 下 关于 复 变 数 极 限 的 概念 。 假 定 复 变 数 
z 二 w 十 多 禄 继 地 取 下 列 的 值 : 
= LV Yad; BY; (225) 
我 们 说 , 复数 w= 4 十 2 是 数列 (225) 的 极限 , 假如 当 % 无 限 填 大 
时 , 其 (a 一 2%4) 的 模 趋 向 于 零 , 这 就 是 说 ,; 当 n->co 时 | 一 | 一 0， 
我 们 写 为 «==lim%, 或 者 za。 但 是 


~ (1-_iA) 上 和 -1 
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la—%|= | (一 加 ) 十 (6—Y)i|= VG—0) + (0—Y) 
由 于 根 号 里 的 两 项 都 是 非 负 的 , 所 以 条 件 |a 一 |->0 相当 于 两 个 
条 件 : zw->4 和 4 一 2。 因而 


2 十 Wai 一 >C 二 0 (226) 
就 相当 于 wu->a 和 >5。 我 们 来 考虑 复数 项 的 地 数 : 
| 六 (tb)。 (227) 
它 时 做 收敛 的 ,假如 前 ”项 的 和 


S, = > (gp bn) = (Ca 十 Ga 十 十 az) 01 6a bn) s 
k= 


趋向 于 极限 : 当 % 无 限 增 大 时 8 一 < 十 好， 着 且 这 个 极限 5 十 2 就 
时 做 级 数 的 和 。 由 极限 的 定义 推 知 , 般 数 (227) 的 收 化 相当 于 下 列 
两 个 级 数 


a= 名 op 和 5= 汪 b (228) 
k= k=1 


的 收复 ,它们 是 由 航 数 (227) 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 分 别 姐 碾 的 。 
假定 虫 般 数 (227) 的 各 项 的 模 租 成 的 级 数 


oo 


了 wz 十 ie| 一 习 V 十 角 (229) 
收 敏 。 根 据 不 等 式 
Jax|<~M 强 于 要 和 | 旨 | 坟 /号 二 下， (280) 
就 知道 (228) 的 两 个 级 数 收敛, 兰 且 是 粗 对 收 合 ， 失 而 般 数 (227) 
也 收 敏 ,这 就 是 姐 , 如 果 级 数 (229) 收 化 , 划 级 数 (227) 也 一 定 收 航 。 
在 这 个 情形 下 , 般 数 (227) 称 为 多 对 收 合 。 应 用 焉 常 的 勾 犀 币 别 
法 ,我 们 可 以 把 绝对 收 化 的 充分 必要 条 件 叙 壕 为 : 对 任意 小 的 正 
数 s 总 存在 一 个 六 ,使 


n+p 


> lortids| <s, (281) 


KE=# 


只 要 ”> 帮 , 9 是 任意 的 正 整数 。 
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现在 我 们 把 上 面 所 说 的 应 用 到 一 些 特 殊 的 情形 , 这 些 特殊 的 
情形 在 以 后 是 很 重要 的 。 我 们 来 考虑 航 数 : 


abi, (232) 
这 里 ap 和 Bw 是 复数 ,对 于 它们 我 们 假定 级 数 
总 lm? 和 加 |B:l? 238) 


是 收敛 的 。 应 用 [29] 中 证 朋 过 的 不 等 式 
党 lmpd} < 窜 lo… 富 Iaol。 


注意 到 航 数 (288) 是 收 敏 的, 我们 就 得 到 , 当 光 足够 大 时 ,对 任意 的 
Pp， 和 


n+p 


之 |ak@z| 


可 已 尽 最 的 小 , 这 就 是 脱 , 航 数 (283) 的 收敛 就 保证 了 狼 数 (232) 的 
郁 对 收 化 。 


现在 来 考虑 级 数 
名 lar+ Br|?= > (axt By) (ax+ Bx) > (234) 


并 且 仍 然 假定 ,级 数 (288) 是 收 敏 的。 级 数 (234) 可 以 者 成 下 列 四 
个 般 数 的 和 : 


训 lorl’; DlBels; DaB; Dp。 


前 两 个 根据 条 件 是 收 鳅 的 ;由 上 面 所 证 明 的 千 论 ,后 两 个 级 数 也 是 
收敛 的 ,这 就 是 广 , 般 数 (233) 的 收敛 保证 了 般 数 (234) 的 收 化 。 
现在 我 们 转 和 无眠 兴安 间 的 讨论 。 一 个 无 限 多 个 复数 的 有 序 
集合 
Ww1, oa) 
就 本 做 这 样 一 个 从 间 的 矢量 ， 这 里 我 们 始 禾 假 定 这 些 数 要 满足 一 
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个 条 件 , 即 级 数 
pp (285) 

必须 是 一 个 收 钱 般 数 。 所 以 这 些 矢 量 的 集合 通常 叫做 项 勒 柏 特 守 
间 ，, 希 勤 柏 特 是 第 一 个 研究 这 种 空间 的 。 以 下 为 了 租 便 计 我 们 就 
叫 区 空间 五 。 

和 以 前 一 样 , 对 空间 的 矢量 我 们 要 引入 数量 乘法 和 矢量 
加 法 这 两 个 基本 运算 。 如 果 zx 是 的 分 量 , 那么 cw 的 分 量 等 于 
Copy 这 里 是 一 个 复数 。 如 果 wi 和 wr 分别 是 x 和 8 的 分 量 , 那 
么 (YY 十 WY) 的 分 量 等 于 (ww 十 yp)。 洲 ww 一 y 是 和 (一 1)Yy 的 和 
(参看 [19]) 。 饭 然 狼 数 (285) 是 收 做 的 ,那么 显然 级 数 | ozs|? 也 
是 收 全 的。 同样 地 ,如 果 航 数 

翌 lo 和 加 [yl 
是 收 化 的 , 那 由 上 面 所 说 的 可 以 推出 ;级 数 
p> Em 

也 是 收敛 的 ,这 就 是 说 , 如果 w 和 2 属于 互 ， 那 么 数列 (crm1, cza， 
下) 和 (wy Va 十 ya，…) 就 定义 了 五 中 的 矢量 cw 和 (2 十 9)。 
霉 和 撩 量 是 所 有 分 量 公 为 需 的 矢量 。 在 矢量 等 式 中 它 常 常 就 用 数 的 

矢量 的 运算 适合 通常 的 规则 {参看 [12]) : 

LYy=Y+R; (WHY) TZ=R+ YZ); 
(og+b r=aribr; ol(T+Y)=artay; <(50) = (ab) Ys, 

根据 以 上 所 证 朋 的 ,同样 地 ,对 于 空间 中 的 两 个 矢量 我 们 可 以 作 沁 
个 的 数量 乘积 : 


(W Y) 一 之 ;oz 
K=1 


(x, ©) = lol "(286) 


定义 作 矢 量 长 度 的 平方 , 或 者 换 种 说 法 , 是 矢量 x 模 的 至 方 。 对 
于 它 我 们 下 入 下 面 的 记号 : 


oo 


2 ll?= 2? (237) 


对 于 所 有 的 矢量 , 模 总 是 正 的 , 除非 是 雳 矢量 , 雾 矢 量 的 模 等 
于 零 。 两 个 矢量 & 和 2， 如 果 它 们 的 数量 乘积 为 堆 , 就 时 做 互相 
正 交 或 者 简单 地 就 叶 做 正 交 ,这 就 是 说 ,(W,2) =0, 和 (v, 纪 ) =0， 
这 两 个 等 式 中 的 任 一 个 可 以 从 另 一 个 推出 。 和 有 限 杀 空间 一 样 ， 
这 里 的 数量 乘积 也 适合 一 些 基 本 规律 。 特别 地 , 下 面 的 不 等 式 成 
立 : 


| 切 j 坟 zol， (238) 
关 且 ,完全 和 在 [30] 中 一 样 ,由 它 可 以 推出 三 角形 不 等 式 
lz+y|<|z|+ lyl。 . (289) 


如 果 矢 量 29=T, 2, …, mm) 是 两 两 正 交 ,也 就 是 吝 ，(%， 
人 2) 一 0 当 i 天 j, 那么 我 们 显然 有 : 
(GC Am EE A wD 二: 十) 一 
一 (OOD)， 人 CD) 十 … 十 (00oo， NW) y 
或 者 ,这 就 是 
[w+ = 上 |2 填 … 十 】 ad (240) 
这 就 是 说 ,两 两 正 交 的 矢量 和 的 模 的 焉 方 等 于 它们 分 别 的 模 的 在 
友和 。 这 个 命题 可 以 时 做 商 高 定理 。 由 模 的 定义 直接 可 以 推出 ， 
如 果 。 是 任意 一 个 复数 ,那么 对 于 矢量 cw 的 模 我 们 有 : 
.lezl= lellzl, 
如 果 矢 量 2 中 ,2 中 ,，…, z%"， 是 两 两 正 交 并 且 它 们 的 模 者 等 于 
1, 这 就 是 说 ， “ 
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(22)， CO =—0 当 Pg 
(20), 27)) 二 


那么 公式 (240) 欠 出; 
jz 十 … 二 enzeoj2= ea? 十 …… 二 onj2 
这 里 6 是 任意 的 复数 。 
在 我 们 的 空间 五 中 ;有 一 钥 基 础 矢量 是 


ED 人 0 0, 7%); CD(0, 1, 0，…) 
矢量 at 的 长 度 部 是 1, 大 且 是 两 两 正 交 的 。 矢量 2 的 分 量 
wi 可 以 玫 成 数量 乘积 的 形式 : 
Vx (&, CD)。 
再 考虑 任意 一 租 % 个 两 两 正 交 的 矢量 , 它们 每 一 个 的 长 度 都 
是 1 
2 (5 一 1，2， 四 m) 。 
数量 乘积 (2， zt2) 时 做 矢量 4 在 籼 zx 上 的 投影 。 所 取 的 
矢量 zx 对 我 们 的 空间 互 不 构成 一 个 完全 的 坐标 加 钥 , 于 是 和 
3 (和 ， 2) ZH 
一 般 说 来 是 不 等 于 矢量 % 。 把 矢量 % 政 碾 : 
w= 3 CIE ERE (241) 
血 式 的 两 边 浅 上 z@, 并 注意 到 z 中 是 长 度 为 1 而 且 两 两 正 
交 , 我 们 就 得 到 : 
(2， 20) ey (2， 2 (u, 2 > 
这 就 是 说 ，(u, 20) 一 0, 或 者 , 换 甸 话说 , 矢量 & 和 所 有 的 矢量 
2 正 交 。 因 此 我 们 可 以 应 用 商 高 定理 到 和 (241) 
ll = Sl(w, 2%) I+ lel’, 


从 而 得 山 不 等 式 
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jz> 习 | (ez [2 (242) 
已 是 做 只 奉 尔 不 等 式 。 它 可 以 义 述 为 : 一 矢量 在 任意 一 钥 长 诬 为 
1 而 又 天 两 正 交 的 矢 其 上 的 投影 的 模 的 于 广 和 不 超过 这 个 矢量 本 
身长 度 的 平方 。 在 公式 (242) 中 等 号 成 立 当 而 且 仅 当 , 在 公式 
(3241) 中 父 量 鼠 等 于 堆 , 也 就 是 觅 , 屁 的 分 量 双 是 雳 。 
领 ， 矢 量 的 收 艇 ”现在 我 们 来 关 明 变 僚 量 的 极限 这 个 概念 。 
假 宜 我 们 有 了 一 -个 矢量 序列 vm, 这 里 大 取 1 2, 3; …。 
我 们 以 0 099，… 代表 矢量 5 中 的 分 量 。 我 们 说 , 矢量 btp 
趋向 矢 最 2 作为 极限 ,如 果 
|o 一 zw|->0， 也 就 是 Jv 一 0%]*->0。. (248) 
以 v1, wa … 代表 矢量 的 分 量 ,我 们 可 以 把 条 件 (248) 写 得 
更 明白 些 : 
linflo 一 oz 中 |? 二 mm 一 92 一 0。 (244) 


弃 然 一 些 正 项 的 和 要 趋向 于 堆 , 当 然 每 一 项 也 要 欧 向 于 老 , 这 

就 是 裔 ,由 条 件 (244) 香 接 推 知 ，、 
| 一 wo ->0 当 一 co (m=1, 2，…) ， (245) 

这 就 是 说 ,每 一 个 分 量 2% 必须 趋向 于 相当 的 分 量 w， 或 者 ,说 得 
更 确切 一 些 , v4 的 实数 和 虚数 部 分 趋向 于 ww 的 实数 和 盛 数 部 
分 。 应 该 竹 意 , 反 过 来 说 是 不 对 的 ,这 就 是 说 ,由 条 件 (245) 推 不 出 
条 件 (244) 。 作 为 一 个 例子 我 们 假定 , 矢量 2® 是 (0,…, 0, 1， 
0,…), 其 中 第 下 个 位 什 是 工 。 当 天 无 限 增 天 时 ,每 一 个 分 量 都 要 
变 成 雳 , 这 就 是 膏 ， 对 任意 的 mr 我 们 有 2 ->0， 也 就 是 广 ，om 一 
一 0(m 一 工 2 …)， 但 是 和 (244) 却 始 区 保持 等 于 工 。 

如 果 序 列 2 趋向 于 D, 我 们 写成 2 中 >v 。 我 们 再 来 看 一 个 
收敛 的 例子 。 我 们 定义 矢量 5 中 为 :矢量 9 前 面 的 个 分 量 和 
的 一 梯 , 而 其 余 的 分 量 等 于 雳 ,这 就 是 说 : 
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VD (ol Va, 9 Vk, 0， 0， 加 


.不 难 证 明 , 0 中 =>5 。 因 为 在 这 个 情形 
le 一 pool- ,lvl’, 


由 于 一 般 项 为 |0。|? 的 级 数 是 收 伊 的 ,所 以 当 & 无 限 填 大 时 直面 
的 和 趋向 于 零 。 我 们 来 指出 一 些 关于 极限 松 念 的 简单 的 法 则 。 和 如 
果 49=3U ,D>v, 那么 
200 十 DO 一 > 二 0， (UF, OH > (WU, V)o 
应 该 注意 , 因为 数量 乘积 是 复数 , 所 以 在 后 面 一 个 公式 中 我 们 用 
-> 而 不 用 一 。 可 以 靓 , 这 个 公式 才 示 了 数量 乘积 的 圳 线性 。 根 据 
(239) , 我 们 有 : 
40) — (ut +0m) = 
=| un) + wo <|a ud) loo"), 
并 且 模 据 极 限 的 定义 ，|& 一 w 趾 一 0, jv 一 2 中->0 。 由 上 面 的 不 
等 式 朗 得 
Ev) 一 (十 DG | ->0， 
这 就 是 说 ,确实 4 中 二 0 中 Uv 。 再 者 ,由 极限 的 定义 ,有 
UD SN; VR=D+ER, 
其 中 |so2|->0 和 #0 。 对 于 数量 乘积 我 们 有 : 
(uD, 人 0) 全 和 (2 十 8S0， V+tD) ew 
= (WU, ©) 十 (uy £5) -+ (8S), V) + (8®), £1) ， 


从 而 
CEO CE GG 
或 者 ,根据 (288) : - 


| Ge 0) — (a, op) | < lal [t+ ls® lol is) eh 
右边 部 分 趋向 于 零 , 所 以 
| (2 OD) (2 人 GD) | 一 0 这 就 是 《20D， 人 0) (Wu, 7) 5 
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特别 地 (4 中) 一 (40), 这 就 是 误 ， |u 中 ?一 1]wl? 或 者 
le -—>lal, 
不 难 证 明 , 恕 果 复 数 序 列 or 以 6. 为 极限 ,那么 cx 中 =>cu 。 
对 于 极限 的 存在 也 有 一 个 由 通常 的 勾 犀 钊 别 法 所 表示 的 充分 
与 必 相 的 条 件 。 我 们 来 叙述 这 个 币 别 法 。 假 规 有 了 一 矢量 序列 
VHD (=1, 2，…)。 (246) 
这 个 序列 有 极限 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 :对 于 任意 小 的 正 
数 。 都 存在 一 个 和, 使 
2 一 002 <s， (247) 
只 要 nn 和 mm>>N。 
首先 我 们 来 证 明 它 是 一 个 必要 笨 件 。 假 设 序列 (246) 有 极限 
”vb 。 这 样 , 我 们 可 以 写 
VP—V = VHD) 十 (2 一 Do0) ， 
由 三 角形 不 等 式 序 得 
om 一 poo|<loo 一 oilo 一 oo|。 
由 极限 的 定义 直接 推 知 , 右边 的 两 项 当 % 和 径 境 大 时 趋向 于 
雳 ,从 而 左边 也 必须 趋向 于 雳 ,这 就 是 说 ,在 这 个 情形 下 条 件 (247) 
一 定 满足 。 现 在 我 们 再 来 证 明 条 件 (247) 的 充分 性 。 假 定 条 件 是 
适合 的 ,我 们 来 证 明 序列 (246) 趋向 于 极限 。 可 以 把 条 件 (247) 明 
和 白地 写成 ; 
己 [12 一 v2?<e2 当 nn 和 m>N, (248) 
这 里 29 是 p9 的 分 量 。 由 此 直接 推出 ,对 任意 的 s 我 们 有 : 
12 一 52 <s 当 %w 和 m>NW 
或 者 ,把 它 分 成 实数 和 典 数 部 分 : 
vy 一 ?十 加， 


我 们 可 以 写成 : 
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|ag 一 ae] <e 和 18®— B85)| <e 了 
应 用 通常 的 勾 犀利 别 法 ,我 们 可 以 斯 定 ,ago? 和 68? 有 极限 
和 ,从 而 v8? 有 极限 ww 十 8, 。 我 们 以 ww 表 这 个 极限 , 首先 来 
证 明 , 般 数 忆 | 上? 收 敏 ,这 就 是 吝 ，w 是 某 一 个 矢量 的 牙 量 。 在 
和 (248) 中 取 前 面 有 限 多 项 , 当 w->ce 时 让 这 有 限 多 项 的 和 趋向 极 
限 ,我 们 就 得 到 : 


型 
ll 


这 里 天 是 任意 一 个 正 整 数 。 当 玉 N 一 co 时 再 让 这 个 不 笑 式 趋向 于 
极限 ,我 们 得 到 : 


Sl le, (249) 


从 而 推出 , 数 2, 一 29” 构 成 某 一 矢量 的 分 量 。 数 ?是 一 矢量 的 
分 量 , 因而 我 们 可 以 断定 它们 的 和 , 也 就 是 数 2, 是 一 矢量 的 分 
最 。 因 之 , 这 些 数 吓 基 一 个 矢量 的 分 量 , 并 且 不 等 式 (249) 可 以 
写成 : 

人 一 2 天 s， 
当 人 > 人 ,这 就 是 说 ,2 -0D， 从 而 序列 (246) 确实 有 极限 。 显然 
矢量 2 的 每 一 个 分 量 ww 都 是 ”的 极限 , 由 此 直接 推出 , 这 个 极 
限 只 有 一 个 。 现 在 我 们 来 考虑 矢量 的 无 穷 的 和 
GD- 十 20 十。 (250) 
如 果 前 % 项 的 和 l 
SO 一 2 十 …… 十 了 

当 w->oo 在 上 面 的 意义 下 有 极限 , 这 个 和 就 称 为 收敛 的 。 根据 勾 
， 尿 独 曾 法 , 收 化 的 充分 与 必要 的 条 件 是 满足 不 等 

lee ws) = la dt tu ne (251) 
当 m> 人 ,对 任意 的 2? 。 
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注意 到 数量 乘积 的 连续 性 ,我 们 有 : 

(2 2 于 2 4) = 8, WD) 十 (20) + 
《2 十 2 人 十 和) 一 UD, 1) 十 (2025) 十 … 

招 尼 们 应 用 到 矢量 zto 是 两 两 正 交 的 情形 ,我 们 就 有 : 

(十 22 十 2 十 2 十) 一 (ED U9) + (UY, MO) 十， 
或 者 hud + eo D+ |? +, 
这 就 是 说 ,对 于 无 限 多 个 两 两 正 交 的 矢量 的 和 的 情形 ， 次 高 定理 也 
成 站 。 

当 航 数 (250) 是 由 两 两 正 交 的 矢量 所 组 成 ,我 们 现在 来 建立 一 
企 它 收 敛 的 完 分 和 必要 的 条 件 。 根据 勾 犀 利 别 法 , 我 们 作 表 达 式 
(251) ,利用 商 高 定理 , 等 于 

| (at 1 2 十 十 | at+D)| 2。 
由 此 直接 推 则 ,级 数 收 敏 的 充分 必要 条 件 是 , 虫 矢量 ww 的 异 的 在 
方 所 和 组 成 的 级 数 收 仇 。 这 个 结果 可 以 用 另外 的 话 来 说 ， 郎 : 设 ww 
是 长 度 为 1 而 又 两 两 正 交 的 矢量 。 作 级 数 


如 0ww%, (252) 
这 里 Cx 是 一 些 数 。 根 据 上 面 所 诈 明 的 ,这 个 般 数 收 化 的 充分 必要 
条 件 是 琢 数 


衬 lew 
政敌。 
由 此 顺 使 推出 ,在 级 数 (252) 中 各 项 的 重新 排列 不 破坏 密 的 收 
化 性 。 同 时 也 不 难 证 明 ;, 各 项 的 重新 故 列 不 改变 级 数 (252) 的 和 。 
完全 正 交 矢量 组 现在 我 们 来 关 述 完全 正 交 矢量 想 时 组 这 一 
个 重要 的 疾 念 。 和 有 限 杂 的 情形 一 样 , 可 以 证 明 , 任 意 有 限 多 个 两 
两 正 交 的 矢量 是 线性 无 关 的 。 在 交 准 空间 中 我 们 汀 到 ; 任何 个 
线性 元 关 的 矢量 组 成 一 完 公 组 ,也 就 是 说 ,任意 的 矢量 都 可 以 由 这 
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% 个 线性 无 关 的 矢量 的 线性 租 合 表示 。 在 空间 五 中 , 由 于 准 数 是 
无 限 的 , 我 们 对 完全 性 没有 一 个 这 样 简单 的 制 别 法 。 以 下 我 们 只 
用 到 两 两 正 交 而 又 长 度 为 1 的 矢量 。 
假 识 我 们 有 了 一 个 无 限 的 两 两 正 交 而 又 长 度 为 1 的 矢量 的 集 
合 wo 人 一 1， 2 …)，2 是 空间 五 中 的 一 个 矢量 。 和 在 有 限 多 个 
矢量 的 情形 一 样 ,我 们 作 这 个 矢量 在 这 些 轴 上 投影 的 和 
p3 (Y, LY) wv (258) 


上 面 我 们 已 经 证 明 过 , 对 任意 m 个 矢量 下 面 的 这 个 不 等 式 成 
立 : 


Sly, os<laP， 
取 极 限 序 得 
3 1, wo) |< ly (254) “ 


-左边 的 级 数 必然 是 收 化 的 。 根 据 上 一 小 节 的 结果 ,由 此 直接 推出 ， 
级 数 (253) 也 是 收 义 的 。 设 


y= TY, HHO) vO+a (255) 
k=1 y 


和 在 [45] 中 一 样 , 不 难 证 明 , 矢量 & 和 记 有 的 矢量 w" 正 交 ， 
因而 按 南 高 定理 : 


ly 是 = ly, wo) 1 二 ul。 (256) 


由 此 即 得 ,如 果 在 公式 (255) 中 撩 量 取 不 等 于 雾 ,那么 在 到 式 
(254) 中 取 二 号 , 如 果 矢 量 i 等 于 和 (这 就 是 说 , 它 的 分 量 全 部 是 
雳 ) ,那么 在 公式 (254) 中 一 号 成 立 。 

如 果 对 于 空间 互 中 任 一 矢量 公式 (254) 都 取 = 号 ,矢量 组 wo 
就 吓 做 完全 的 。 在 这 个 情形 , 显然 尾 一 矢量 都 可 以 按 远 个 完全 的 
基础 矢量 组 分 解 
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8 一 局 Com ao。 (257) 
完全 粗 有 时 候 也 秘 为 赵 闭 的 ,而 到 式 
SE ly, 2°) |=lyP (258) 


叫做 封 央 性 方程 。 我 们 来 证 明 公 式 (258) 的 一 个 推荐 , 它 叶 做 广义 
的 卦 阴性 太 程 。 假 识 我 们 有 两 个 矢量 y 和 2z, 并 说 oo 租 成 一 完 
至 组 ,对 8 和 2 有 : 


对 矢量 yy 十 2 和 2 十 和 2 应 用 公式 (258) , 即 得 : 
SY, wo) 二 (人 z, wm)][G TH+ (zy w= 
一 (8 十 > 2 十 2 ， 
SLY, 2 Hiszo)] [Gy TH) 一 (2 wT)] = 


= (y+iz, Y+iZ)。 
利用 2 和 2 的 封 于 性 方程 ,得 : 


Sy, eo) Gr ED) + Bz, wn) (FH = (y, 2) + (2, Y) 


(Y, W™) (2, w™) 一 3 (2, WH) (Y, LE) = (Y, 2) — (2, Y), 
由 此 推出 广义 封 队 性 方程 : 
轧 (Y, LH) (2, 250) 一 (Y, 2)。 (260) 


如 果 2 等 于 2, 这 个 会 式 就 变 成 了 (258)。 

现在 我 们 更 售 和 地 来 讨论 基础 矢量 go。 有 内 oo (s=1, 2，…) 
来 代表 矢量 % 的 分 量 。 根 据 x 中 是 长 度 为 1 并 且 是 互相 正 交 
的 ,对 于 这 些 分 量 我 们 有 等 式 : 


> Wz D = 04, (261) 
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这 里 So 一 0 当 pg, 6pp 一 1 。 
现在 我 们 来 天 明 zw 成 为 一 完 公 矢量 粗 所 要 适合 的 条 件 。 为 
了 这 一 点 , 我 们 考虑 矢量 0O, 它 第 7 个 分 量 是 1, 而 其 余 的 分 量 
是 零 。 我 们 有 : 
(YO, wH) 一 op， 
并 且 公 式 (258) 狂 出 : 
Ell C=1, 2, 3,…)。 


现在 应 用 (260) 测 矢 量 go) 和 goO, 0 关 g， 并 注意 到 它们 是 正 
交 的 ,我 们 双 得 到 下 面 的 条 件 : 


SiP=0 zx9)， 
这 就 是 说 ,一 般 地 
Pm 。 (262) 
我 们 把 矢量 ww 的 分 量 写 成 一 个 无 限 币 阵 的 形式 : 
vi, 02)， 042)， -| 


1 2 3) 
2 2 my 25 vy Es 


(263) 


表达 矢量 w 中 是 长 度 为 1 而 又 万 相 正 交 ;- 等 式 (261) 就 相当 

于 说 这 个 矩阵 的 列 是 互相 正 交 而 且 是 正 划 化 了 的 。 条 件 (262) 指 

出 ,要 使 矢量 we 钥 成 一 完全 钥 , 这 个 短 陈 的 行 也 必须 是 互相 正 奖 
而 且 是 正 基 化 了 的 。 

现在 我 们 来 让 明 , 条 件 (262) 中 2 = 9 的 那 一 部 分 对 完全 性 已 

稳 是 充分 的 了 。 因 为 ， 如 果 当 2 一 9 时 这 个 条 件 满足 ,小 么 对 于 矢 


3. 
8 


20(0， Pe 0， 4 0， wy 
封闭 性 公式 就 成 立 , 并 且 所 有 这 些 矢量 全 可 以 由 矢量 2 线性 表 


站 


yO= 六 caw, 
k=1 
我 们 来 让 有 明 , 对 任意 的 矢量 2 这 个 等 式 都 成 立 , 我 们 以 22 代 
表 前 ! 个 分 量 与 z 相同 而 其 余 的 分 晤 为 雳 的 矢量 。 显 然 我 们 有 : 
2 一 28 人 十 … 十 “yt ; 
由 于 "可 以 由 w 中 六 性 表示 ,所 以 对 于 2 也 可 以 这 样 说 : 
ZO 一 bp dP EE), 
让 等 式 两 边 和 zw 作 数 量 乘积 , 对 于 系数 db 就 得 到 平常 的 
来 达 式 : . 
d= (2%, 2™), 


z= 3 dao- 二 (264) 
这 里 2& 和 所 有 的 2) 正 交 。 我 人 来 考虑 差 


oo 


2—20= 1 (dp— Ad) vO 
k=1 
按 南 高 定理 : 


j 一 2 全 一 2 la—apl + hel, 
从 而 “ul?<1z 2, 
矢量 妇 不 依 问 于 1, 而 我 们 知道 [46] ,右边 这 一 部 分 当 1->oo 
时 趋向 于 雳 。 由 此 立 仓 推 央 ，& 一 0， 因而 公式 (269) 钴 出 任意 的 
矢量 = 接 的 分 解 ; 


z= Td; [有 =om.5]。 ” (265) 
FE 


因 之 对 任意 的 矢量 封闭 性 方程 都 成 立 。 最 和 的 千 果 可 以 叙述 
如 下 。 为 了 了 使 长 度 为 1 而 又 互相 正 交 的 矢 景 % 中 租 成 一 完 翁 ( 震 
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例 ) 禹 ,大 分 而 又 必要 的 条 件 是 , 短 障 (263) 每 一 行 元 素 的 模 的 下 太 
和 签 于 工 。 当 短 陈 (263) 满 足 这 个 条 件 时 , 写 的 行 的 正 交 性 也 自然 
成 立 。 
各 无 限 多 个 灾 雪 的 纺 性 变 扫 ”我 们 条 单 地 沙 计 敬一 下 无 限 
多 个 变数 的 装 性 变换 : 
WI = nD iv 
2 = Gat data t+ (266) 
或 者 
w'—AK, (267) 
这 里 4 是 一 个 元 素 为 au: 的 无 限 和 矩阵 。 首 先 我 们 要 提出 这 样 的 条 
件 , 使 得 在 等 式 (266) 右边 的 无 劣 航 数 对 于 空间 互 中 任意 的 矢量 
4 午 是 收 化 的 。 
我 们 知道 ,如 果 航 数 
awl? (GS=1, 2, …) 
对 所 有 的 4 都 是 收敛 的 ,那么 上 面 的 条 件 适 合 。 可 以 证 明 ,这 个 入 
件 不 但 是 充分 而 凡是 必要 的 。 如 果 这 个 条 件 不 适合 的 话 , 那么 等 
式 (266) 右边 的 航 数 就 不 是 对 整个 空间 五 都 收 敏 , 而 只 对 它 的 一 
部 分 。 
很 自然 地 我 们 也 要 提出 这 样 的 条 件 , 就 是 如 果 wr 是 某 一 个 矢 
量 的 分 量 ,那么 在 什么 条 件 下 , 变换 (266) 所 得 出 的 结果 站 就 一 定 
也 是 空间 五 中 基 一 个 矢量 的 分 量 , 这 就 是 膏 , 只 要 航 数 
3 [zr]? 
收 黎 , 般 数 pA 
一 定 也 收 敏 。 
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如 果 短 阵 4 满足 上 面 所 说 的 这 两 个 条 件 , 与 之 相应 的 变 锦 4 
就 时 做 有 界 变 换 。 这 个 名 词 的 意义 在 于 , 对 这 样 的 变换 我 们 可 以 
证 明 有 一 个 正 数 开 存在 ,使 


和 ze (268) 
或 者 完全 写 出 来 就 是 : 
pA (269) 


我 们 来 讨论 一 种 特殊 的 线性 变换 。 考 虑 粳 性 变换 
信 一 WD1 吓 WIaDa 十 -| 


0 一 ta101 十 zaa03 十 ，… 


(270) 


在 且 我 们 总 是 假定 ,级 数 ' 
训 lunl 
对 所 有 的 * 都 收 合 。 我 们 考虑 分 量 为 : wzay wa … 的 矢量 如， 
并 假定 矢量 we 组 成 一 完全 的 长 度 为 1 而 双 互 相 正 交 的 矢量 粗 。 
如 我 们 上 画 所 试 明 的 ， 这 就 等 于 说 ， 表 wu 的 行 和 烈 和 都 是 正 交 而 且 
是 正 划 化 了 的 ,也 就 是 
> splag = Spa 》 | 
(271) 


et 一 一 9oa 。 


x he Th 


在 这 个 情形 下 ,相当 的 变换 (270) 虹 做 卫 读 换 。 
等 式 (270) 可 以 写成 : 
(%, WU) = 
| 


(272) 


封 阳 柱 公 式 告 新 我 们 : 
翌 四 ploP= 总 lel 
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这 就 是 说 ,和 有 限 准 的 情形 一 样 ,Z 变换 不 改变 矢量 的 长 度 , 在 公 
式 (268) 中 我 们 可 以 到 形 =1。 | 
不 难 从 方程 (270) 中 解 出 zx, 这 就 答 卉 (270) 的 道 变 换 。 利 用 
笑 量 钥 ww? 的 完 至 性， 对 于 矢量 2 由 等 式 (272) 我 们 得 到 下 面 的 
表达 式 : 
一 012GD 十 228C2 + (273) 
或 者 
的 一 20124 十 1a192 十， 
2 一 14204 二 13302 十 (274) 
换 名 话说, 如 果 方 程 组 (270) 有 解 , 著 么 它 的 解 就 一 定 由 公式 
(278) 或 者 (274) 表 达 。 在 这 里 ,应 该 注意 ,我 们 所 谈 到 的 只 是 这 样 
的 解 zw, 宅 们 模 的 在 方 和 是 收敛 的 。 现 在 来 证 明 , 公式 (278) 确 实 
是 狂 由 了 问题 的 解答 , 根据 条 件 , 由 狂 定 的 数 的 模 的 平方 所 组 
成 的 般 数 是 收 敏 的 。 我 们 知道 , 由 此 可 以 推出 级 数 (273) 的 收敛 
性 , 因为 WW 中 是 长 度 为 1 而 又 两 两 正 交 的 矢量 。 对 于 这 个 级 数 的 
和 我 们 有 : 
2 (Ww, UD) = (VDT = 
这 就 是 祝 ,这 个 航 数 的 和 的 确 适合 方程 粗 (270) 。 公 式 (274) 指 出 ， 
一 个 0 变换 的 道 变换 是 由 行列 互 换 然 后 再 把 元 素 换 成 共 辊 数 得 
出 ,也 就 是 说 ,这 里 和 有 限 维 的 情形 是 完全 相仿 的 。 
在 一 般 的 情形 ,甚至 于 是 有 界 知 际 的 情形 ,关于 逆 短 障 以 及 化 
年 阵 成 对 角形 的 问题 表现 出 很 大 的 困难 , 所 得 到 的 结果 , 严格 说 
来, 是 不 与 有 限 准 空间 的 相仿 ,在 第 五 宕 中 将 对 由 无 限 和 矩阵 表示 的 
线性 变换 作 更 详尽 的 庄 论 。 这 里 我 们 只 限于 指出 一 些 结 果 。 对 于 
系数 cu 可 以 指出 一 个 充分 必要 条 件 , 它 便 公 式 (266) 给 四 一 个 有 
界 变 换 。 条 件 是 这 样 :存在 一 个 正 数 不 ， 对 于 证 意 的 正 整数 大 和 


se A 
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任意 的 数 g,(s 二 1, 2，…) 适合 下 面 的 不 等 式 : 
| ,amen | < | wn l? 


人 
ny > |@um) < o 


(n=1,2,..)> 4 证 工 ,2 …) 
如 果 逢 障 4 定义 一 个 有 界 变 换 , 那么 存在 险 一 的 一 个 短 陈 4， 对 
于 任意 的 w 和 2 都 适合 等 式 
(A%, Y) = (x, Ay), 
短 际 让 的 元 素 dm 由 公式 dw 一 Zn 决定 。 和 如果 A 等 于 4 好 am=Qi， 
绪 么 有 界 变 次 (266) 时 做 捷 密 特 或 者 自 共 塌 变换 。 
对 于 有 界 变 换 下 面 的 公式 成 立 : 


(42w， y) pa ( 之 Gmtm) Yn cn 记 2 放 GnmYyn) 


E pa Qam md 


a 
重 级 数 收 全 的 情形 

ls (275) 
在 这 个 情形 ,二 重 级 数 

Dement 、 
对 于 任意 的 矢量 w% (oa za， …) 和 YY, oa ……) 是 绝对 收 伍 。 如 
果 队 去 般 数 (275) 收 伍 外 我 们 还 有 om 二 Zu, 那么 就 有 可 能 利用 UU 
交换 化 厄 密 特 型 成 斑 方 和 


2 Qnmtnys 一 2 和 xsk2zy 
nmel k=1 
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这 里 矢量 2 (2 2， …) 是 由 矢量 2 (ca za …) 经 过 一 个 7 变换 
得 到 的 : 2=Uw 。 这 里 , 当 ->oo 时 入 ->0 。 如 果 4 和 如 是 两 个 
囊 示 有 界 变换 的 无 限 竹 阵 ,那么 连 积 施行 这 两 个 变换 的 结果 仍然 
是 一 个 有 界 变 换 , 它 的 系数 按 通 常 的 公式 确定 : 


{BA}m = 3 {B}a{A}sno 


还 要 指出 ,如 果 4 是 有 界 变 换 的 符 陈 , 砷 且 矢 量 序列 zw 有 极限 
2， 这 就 是 说 ，Y0 全 2， 汗 么 4V0) 人 40 。 

在 应 用 到 数学 物理 时 非 有 界线 性 变换 也 是 极其 重要 的 。 它 在 
第 五 佑 将 要 讨 芥 到 。 

49， 夯 数 宰 间 ”我 们 已 痉 讨 论 了 空间 五, 在 那里 面 矢 量 是 被 
由 整数 往 号 的 无 限 多 个 分 量 所 定义 的 :第 一 个 分 量 是 21, 第 二 个 
是 v2 等 等 : 现在 我 们 要 来 券 处 画 数 空间 了 ， 在 这 里 面 , 入 最 是 一 
个 变数 或 省 多 个 变数 的 画 数 ,变数 是 连续 地 变动 的 。 

我 们 求 考虑 一 个 面 数 jw) , 它 定义 在 区 间 4<z<5 上。 这 样 
一 个 画 数 可 以 看 作 一 个 矢量 , 区 间 中 的 每 一 个 数 vo 都 对 应 一 个 数 
jzo , 它 答 出 这 个 矢 最 在 ze 处 的 分 景 。 在 这 个 情形 下 ,作为 分 量 
指标 的 变数 ” 过 炉 地 取 区 间 sz<s2 中 所 有 的 值 , 按 前 面 的 说 法 ， 
矢量 Fo) 的 分 量 是 一 个 连续 的 集合 。 按 前 面 的 说 法 , 数 秆 zo 相 
当 于 坐标 轴 的 舌 号 , 而 画 数 值 (wo) 相当 于 对 应 分 量 的 值 。 在 这 
里 , 我 们 假定 画 数值 (2) 猎 可 以 取 实 数 也 可 以 取 复 数 , 不 过 对 于 
自 变数 的 变动 区 关 a 共 zs2 我 们 总 是 假定 是 实数 轴 上 的 一 个 有 限 
区 阅 。 

为 了 确定 起 见 ,现在 我 们 将 考虑 复 丽 数 f(%) = 户 (o) 十 (2)， 
它 定 义 在 有 限 区 间 4<w<5 .上 并 且 是 汪 粮 的。 

这 样 的 夯 数 ,和 空间 五 中 的 矢量 一 样 , 既 可 以 相 加 也 可 以 用 
一 个 复数 去 乘 。 得 出 来 的 仍然 是 种 入 本 数 。 在 模 和 数量 秋 积 的 定 
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义 中 我 们 必须 以 积分 六 代 茜 和 。 数 量 胰 积 按 下 面 的 公式 定义 : 
[po), $I-| vO Par (276) 
以 及 模 的 平方 : 
F170 FI Da (277) 
“和 届 画 数 租 px(2) (4 二 1, 2，…) 组 成 一 长 度 为 1 而 又 两 两 正 交 
的 矢量 组 ,这 就 是 说 
| 9 (0 pr dod 078) 

以 前 我 们 已 考 计 论 过 这 种 正则 的 和 正 交 的 面 数 条 [IL ,148]， 
这 里 我 们 只 打算 提起 一 些 与 前 面 直 接 有 关 的 桔 果 。 和 [IL, 143] 
中 唯一 不 同 的 一 点 是 ;现在 所 考虑 的 画 数 可 以 取 复 数值 。 

发 夯 数 px(o) 棚 成 一 正则 正 奖 夯 数 系 ，f(a) 是 一 个 丽 数 (所 
量 )。 我 们 来 考虑 了 (2) 的 富里 襄 系 数 ,或 者 用 现在 所 用 的 名 鹿 , 矢 
量 /(%) 在 硬 数 空间 坐标 四 上 的 投影 , 华 标 山 是 由 丙 数 ps(2) 表 
示 的 ; ; 

=[f(0) .9:0)]= -onte. ~- (279) 

我 们 来 考虑 积分 

.=| Hf —Bapilo) ld 280) 
或 者 b n 
了 | CO — Sap IFD -Sapa 
如 果 注意 到 等 式 (278) 和 (279), 对 这 个 积分 就 得 到 下 面 的 走 
达 式 : 
| .= fC 1a SB lak, 
由于 工 >0， 即 得 : 
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> lexl? < [ |f (2) la%, (281) 
当 m->co 时 取 极 限 
2 lax|?* < [ |f C8) za。 (2s2) 


这 个 不 等 式 中 做 员 亚 尔 丰 等 式 。 
”和 如果 在 公式 (282) 中 = 号 成 立 ， 那 人 当即 无限 增 大 时 积分 也 
趋向 于 雾 , 反 过 来 ,如 果 这 个 积分 趋向 于 零 , 闫 么 在 公式 (28 人 中 二 ， 

号 成 立 。 
如 果 在 公式 (282) 中 等 号 成 立 ， 站 就 是 可 ， 对 于 任意 的 束 策 本 
数 
oo b 六 
lol = | Pan， ss 
邳 么 丽 数 系 就 时 做 完 从 的 或 者 封 阅 的 而 数 么 ,而 方程 (283) 叫 做 封 _ 
阴性 方程 。 这 时 ,对 于 任意 的 圳 续 画 数 jz) 积分 1 都 趋 向 于 雾 : 
ia| 10 — Sapo) jazz=0， (284) 
这 就 是 说 ,任何 这 样 一 个 面 数 部 可 任意 接近 地 夫 成 有 限 多 个 面 数 
px() 的 米 泪 浊 合 ,这 里 所 误 “ 任 意 接近 "的 意思 并 不 是 匀 基 本 身 
|f (wj 一 3 GE2X (7) | 
任意 地 小 , 而 是 设 当 相当 大 时 积分 也 任意 地 小 。 因 此 ,更 严格 
地 应 鼓 毅 ,jc) 可 以 近似 地 表 成 有 限 多 个 画 数 gz(zj 的 装 性 粗 
合 , 尼 的 平方 丰 均 值 误 蔗 可 以 任意 地 小 。 | 
完全 和 L471 中 一 样 , 对 于 完全 画 数 系 px (2) 可 上 得 出 广义 的 - 义 的 
全 全 让 也 就 是 : 识 这 ax 和 bx 是 画 数 了 (2) 和 访 (%) 的 富里 襄 系 


SE 


| fo) pet) m= 交加 如。 (80 
下 面 这 个 六 义 的 封 阴 性 公式 成 并 : , 
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Do 二 1 (2) fC) dz 。 (286) 
和 和 以 上 一 样 , 设 OZ 是 f (2) 的 富里 衰 系 数 。 作画 数 的 富里 启 
级 数 
pro)。 
我 们 不 能 够 断定 , 这 个 级 数 是 收 化 的 , 即使 它 是 收 全 的 ,我们 
也 不 能 断定 , 宅 的 和 就 等 于 了 (zc) 。 下 面 是 常用 的 写法 : 

f (0 ~ oprle), (287) 
这 里 符号 ~ 只 是 指出 , 右边 的 无 穷 航 数 是 画 数 je) 的 富里 豪 级 
数 。 虽 然 在 通常 的 意义 下 公式 (287) 不 是 一 个 等 式 , 但 是 在 [TI, 
148] 中 我 们 看 到 ,如果 wx(z) 是 一 个 完全 面 数 系 ， 那 么 抬 右边 还 
项 积分 这 个 公式 就 变 成 了 一 个 等 式 ,这 就 是 ， 

[000= Sa | woaz (ag<m<m<d), 
在 积分 之 前 我 们 可 以 在 公式 (287) 的 两 边 先 同 乘 上 一 个 回答 
画 数 小 (%) , 这 就 是 襄 
7@O v0 d= Ban) plo be)de。 
在 整个 区 并 (4, 5) 上 积分 ,就 得 到 公式 ; 
[fwd Sa] pul Yom , 
不 难 验证 ,这 个 公式 就 是 对 于 画 数 了 (2) 入 (®) 的 广义 的 圭 
于 注 公 式 。 ee : 

” 50， 铬 数 空间 和 空间 玉 的 关系 现在 我 们 来 建立 上 一 小 节 
所 误 到 的 面 数 空 间 和 以 前 所 研究 的 空间 五 之 间 的 关系 ,这 个 关系 
对 于 理论 物理 是 极其 重要 的 。 

假 哉 在 西数 空间 中 我 们 有 了 一 个 完全 的 正 交 正则 夯 数 某 
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mw (b=1,2,.) (288) 

以 至 于 对 任意 的 这 筑 画 数 耻 (%) 公式 (283) 都 成 立 。 再 考虑 第 二 个 
连 积 画 数 (2) , 如 以 上 一 样 ,我 们 设 

b=| fl0) Pr) de 
应 用 封闭 性 公式 到 它们 的 差 , 序 得 : 

lobel = fC0) filo) [dz (289) 

如 果 这 和 炳 函数 了 (zw) 入 (w) 不 相同 ,那么 右边 部 分 一 定 大 于 

雾 , 因 之 系数 如 不 可 能 全 部 和 ax 相同 , 这 就 是 说 , 对 于 画 数 系 

(288) , 不 同 的 速生 本 数 就 有 不 同 的 富里 哀 系 数 。 这 样 咒 来 ， 伍 一 

个 加 禹 丽 数 都 完全 鹤 尼 的 富里 真 系数 决定 ,而 这 些 系数 的 模 的 在 


~ Vv 


系数 是 og?, 也 就 是 说 ， : 


= | 冯 Gy， (z)az。 (290) 
封 阴 性 公式 给 出 了 : 
3 [wx 一 a 如 12 一 [ |f (2) 一 六 Co [dg, (291) 


从 而 间接 推出 ,空间 及 中 分 景 为 og?(% 一 1，2,…) 的 矢量 收 伍 于 
分 最 为 o% 的 矢量 这 件 事 实 就 相当 于 我 们 画 数 空间 中 的 等 式 
im| {f (2) 一 户 人 G) |2d8=0 。 (292) 
如 果 我 们 作 矢 量 
(01， Q2, + ) 和 SW (aa day ey ny 0, 0， ) 


那么 在 夯 数 空间 中 9” 就 对 应 于 f(z) 的 富里 训 航 数 的 一 段 
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apr (2) 。 
` 如 我 们 所 知 [ 件 ] ,2m->z, 这 就 相应 于 ,积分 . 


[lf ~ Daprle) sae 
趋向 于 堆 。 

上 面 我 们 已 婚 说 明了 , 画 数 空 陋 中 每 一 个 连 积 西数 都 对 应 汗 
空间 五 中 一 个 确定 的 矢量 。 反 过 来 是 不 对 的 , 这 就 是 说 , 空间 五 
中 对 应 于 连 徐 画 数 的 矢量 只 构成 空间 五 的 一 部 分 。 为 了 要 使 道 
命 是 成立, 我 们 不 能 只 考虑 连 积 画 数 的 集合 ,而 需要 考虑 某 一 个 更 
广 的 画 数 类 ,不 过 对 这 个 闫 题 我 们 不 打算 多 谈 。 

在 建立 连 先 画 数 的 画 数 空间 与 空间 互 之 间 的 关系 时 ,我 们 是 
由 一 个 确定 的 正 交 画 数 系 (288) 出 发 的 ,如 果 我 们 引入 另 一 正 交 正 
则 画 数 条 

WO (一 于 2 (293) 
那么 这 时 候 对 应 的 规 有 当然 就 是 另外 一 个 了 。 可 以 证 明 , 在 这 个 
情况 下 ,空间 瑟 中 对 应 于 所 答 的 画 数 的 这 一 些 矢 量 就 绥 受 到 一 个 
U 变换。 在 这 里 , 画 数 系 (293) 当然 也 需要 是 完全 的 。 

对 于 画 数 系 (283) , 范 数 系 (293) 的 每 一 个 画 数 和 mtz) 都 有 一 
冠 的 富里 哀 系数 乌 及 富里 哀 狗 数 。 

因 之 我 们 有 下 面 的 卖 述 : 

加 (一己 wonpr(o)。 

符号 二 只 是 指出 左 按 的 责 数 对 应 于 右边 的 这 个 富里 嘉 级 数 。 
如 果 注 意 到 夯 数 rz) 是正 风化 了 的 以 及 封闭 性 公式 (283) ,我 
们 就 有 : 


oo 


BD) |urn|?=1。 (294) 


k=1 


此 外 ,广义 封 阴 性 公式 也 成 立 
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2 UppUpa -| wp, so) wo (2) dz， 
根据 隙 数 人 人 的 正 交 性 ,这 个 式 子 和 (294) 综 合 起 来 得 : 


YM 


| Vrpyg =— Go o (295) 


这 个 式 子 向 我 们 指出 ,元 素 为 wr 的 垂 阵 UV 的 各 列 适 合 正 交 
和 正则 的 条 件 。 利 用 [48] 的 结果 , 可 以 证 明 , 画 数 条 (293) 完全 性 
的 充分 必要 条 件 是 ; 矩阵 UV 每 一 行 元 素 的 模 的 平方 和 等 于 1， 这 
就 是 说 ， 


Slum-l 1, 2,.)。 (296) 


以 上 所 讨论 的 双 是 关于 由 一 个 变数 的 画 数 所 和 粗 成 的 丽 数 空间 
的 情形 。 我 们 也 可 以 考虑 定义 在 多 外 空间 的 一 个 区 域 上 的 多 元 丁 
数 。 除 去 把 单 积分 换 成 函数 所 定义 的 区 域 上 的 重 积分 点 差 甬 
外 ,以 上 公 部 的 推理 都 可 以 用 。 
作为 一 个 例子 我 们 来 著 上 处 函数 系 


= 1 gi 三 大 
9r(o) = (k 0， 土 1， 士 2， )， (297) 


. 并 取 区 则 (一 xw, x) 作为 基本 区 间 。 不 难看 出 ,西数 (297) 组 成 一 
正 交 正则 画 数 系 。 因 为 , 当 p 关 g: 
[RE 
1 Qa—pIrTY=+7 
mg 0 
当 p=g: . 
[le | 1。 


利用 我 们 以 前 对 于 展 成 富里 哀 航 数 的 车 果 ,可 以 证 明 , 面 数 系 


(297) 在 所 及 的 区 间 上 是 完全 的 。 

51. 禾 性 图 数 运算 子 ”类似 于 空间 五 的 线性 变换 的 概念 , 画 
数 空间 也 有 。 这 样 , 我 们 就 引导 到 简 性 画 数 运算 子 的 构 念 。 假 定 
有 了 一 个 确定 的 规划 , 根据 这 个 规划 每 一 个 (有 一 定性 质 的 ) 画 数 
jz) 对 应 于 另 一 个 画 数 了 了 (w) : 

卫 (z) =TL[f (2)], (298) 
这 里 也 是 表示 这 个 对 应 规划 的 符号 。 这 个 好 象 是 画 数 概念 的 一 
个 推广 。 作为 自 变 量 的 不 是 一 个 变数 , 而 是 一 个 落 数 了 (2), 它 是 
任意 取 自 一 个 画 数 类 ,并 且 画 数值 同样 地 也 不 是 数 ,而 是 一 个 新 的 
画 数 也 (w) 。 这 样 一 个 广义 的 画 数 关系 通常 咱 做 夯 数 运算 子 。 画 
数 运 算 子 的 松 念 具体 地 出 现在 许多 数学 物理 的 问题 中 。 血 如 设 ， 
我 们 米 考 虚 关 于 端点 固定 的 弦 的 振动 的 问题 。 在 一 个 一 定 的 时 
韶 这 个 兹 的 图 形 是 由 两 个 初始 条 件 的 图 形 所 决定 ,这 两 个 初始 
条 件 是 ,初始 癸 差 的 图 形 和 初始 速度 的 图 形 ,在 这 蛙 显 然 我 们 有 了 
一 个 泛 夯 运算 。 在 许多 其 他 的 数学 物理 的 问题 中 也 有 完全 相 剖 的 
情 净 。 有 时 候 作为 自 变 量 的 不 是 初始 位 置 的 图 形 ,而 譬如 是 ,与 则 
题 有 关 的 区 域 的 边界 。 
运算 子 工 叶 做 绑 性 的 ,如 果 适 合 下 面 的 条 件 

LEfilz) + falo)1=L[fi(2)1+ LL, (0)] (299) . 

和 
L[ef (2)]=cL[f (2)], 

这 里 。 是 常数 。 

有 界 变 痪 的 条 件 有 下 面 的 形式 ; 

[ZEF (2) sl， (2991) 
其 中 有 是 一 个 正常 数 。f (c) 是 所 讨论 的 画 数 空间 中 任意 的 范 数 。 

我 们 不 打算 计 到 硬性 运算 子 的 一 般 理论 ;而 只 限于 考 处 一 些 

特殊 的 例子 ,这 梯 一 方面 来 说 明 这 个 概念 的 实质 ,同时 也 说 明 它 与 
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空间 互 中 线性 变换 的 关系 ,因为 空间 五 和 夯 数 空间 之 峭 的 关系 
我 们 已 经 建立 了 。 
在 有 一 些 情形 ,线性 画 数 运算 子 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
F(a) ~| Elo, DF (Od, Ge 


这 里 六 (o, 仍 是 答 定 的 一 个 二 元 而 数 , 它 通常 叫做 运算 子 的 核 。 
在 这 里 , 这 个 核 完 全 相当 于 空间 五 中 禾 性 变换 的 表 am, 代 兰 指 
标 和 %, 在 这 里 我 们 有 两 个 取 连 业 的 值 的 变数 z 和 y, 并 且 公 式 
(800) 就 相当 于 公式 (266) 。 在 讨论 积分 方程 时 我 们 就 要 仔 盘 地 研 
完 形 式 为 (300) 的 这 种 运算 子 。 人 

在 这 里 我 们 也 不 难 狂 出 本 运算 子 和 厄 密 特 运算 子 的 定义 。 
一 个 线性 两 数 运算 子 工 叫做 运算 子 , 如 果 对 于 某 一 类 中 的 任意 
两 个 夯 数 fc) 和 9%(e) 适合 下 面 的 条 件 : 


[Ze)，Zp(oO] 一 [Fo)]。 (301) 
厄 密 特 运算 子 Li; 由 下 面 的 关系 式 定义 

ELPa7o，9(oO] 一 [fo ，Pag(z)]。 (802) 
很 定 了 有 (300) 的 形式 ,这 就 是 说 


Lf -| EK, OF (dt, 
作 友 式 (802) 中 的 两 个 数量 乘积 : 
Cf), Trp (0)1-| | Fe Df (0 vd do, 
b [fo a 
[hf 0), pl01=| | Elo, Of (Pd de, 
在 后 一 个 积分 中 交换 一 下 积分 变数 的 符号 ,等 式 (302) 就 可 以 窟 
成 : 


[J DK(, of (ondd 0 (303) 
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如 果 运 算 子 的 贸 满足 条 件 

K(e, 2) =K(, ©), (804) 
那么 对 于 任意 两 个 醉 数 了 (2) 和 9 (z) 条 件 (303) 都 适合 , 在 这 个 
情形 去 是 厄 密 特 运算 子 。 如 果 注 意 到 上 面 的 画 数 f(%) 和 9 (ew 
的 任意 性 ,我 们 就 可 以 饭 早 ,等 式 (30 人 对 于 条 件 (303) 不 但 是 充分 
而 且 是 必要 的 , 也 就 是 说 , 这 是 五 是 尼 窒 特 运算 子 的 条 件 。 如 果 
核 及 (w, 1 是 实 画 数 ,那么 条 件 (304) 可 以 写成 

EK(z, t=K(, 2)， (805) 
这 就 是 广 , 在 这 个 情形 下 , 核 必须 是 一 个 对 称 画 数 。 

我 们 再 来 考虑 几 个 线性 运算 子 的 例子 。 作为 第 一 个 例子 我 

们 取 求 微 商 这 个 运算 , 然后 再 乘 上 也 : 


Lf (0) = 于 邓 罗 -于 Pa) (806) 


并 取 区 间 (一 x, 十 wm) 作为 基本 区 问 。 对 运算 子 (306) 我 们 作 数 
量 乘积 


MORAO PIUOR SO Oro 


假定 这 些 画 数 是 周期 为 2r 的 周期 丽 数 ,用 部 分 积分 法 得 : 
[Fr@, 3p@|- 7D +i rd, 
由 此 即 得 等 式 : 
Fe , Te]-[#70, rm] Go 


这 就 是 说 ,运算 子 (306) 对 于 可 微分 的 周期 画 数 类 是 一 个 厄 密 特 运 
算 子 。 
在 丽 数 宏 间 中 我 们 选 画 数 系 (297) 作 为 坐标 系 。 这 样 一 来, 醒 
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数 .7(o) 就 被 攻 的 富里 哀 系数 ax 所 决定 , 这 些 wx 由 下 面 的 公式 完 
义 
; | fF (0) dy 。 (308) 

对 于 画 数 子 户 (z) 我 们 有 另外 一 租 富里 误 系 数 改 。 不 难 建立 
一 竺 性 变换 , 它 用 a 来 表示 履 。 这 个 线性 变换 就 把 画 数 运算 子 
(806) 表 成 一 无 限 短 随 的 形式 ,不 过 必须 了 解 到 ,而 数 运 算 子 (306) 
的 这 一 个 表达 式 是 相对 于 面 数 空间 中 一 个 一 定 的 华 标 对 ,也 就 是 
以 画 数 外 97) 作为 坐标 醒 数 。 我 们 有 : 


人 


Gr= 


Fm 
= -Br [Ee f'(v)d%, 


用 部 分 积分 法 并 且 把 f(x) 看 作 周 期 落 数 ,由 此 即 得 : 


以 一 -所 | (oaz， 


这 就 是 说 
mkas (b=0, +1, +2, …)。 (309) 
这 个 等 式 就 表示 了 上 面 所 说 的 线性 变换 。 它 的 甜 障 是 : 


-2， 0，0，0，0， 

0, —1, 0, 0, 0, .| 

0, 0，0，0，0，…|， (810) 
0 0 0 0 A 

0， 0，0，0，2， 


我 们 看 到 , 这 个 矩阵 是 对 角形 式 的 。 在 筹 障 (3810) 中 行 和 列 的 糯 号 
不 是 出 工 到 co, 而 是 由 一 co 到 十 ce, 这 个 事实 是 无 关 紧 要 的 。 
园 梓 ,西数 (297) 也 是 这 样 糯 号 的 。 应 该 注意 , 这 些 画 数 适 合 下 面 
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这 个 显然 的 关系 
玉 隐 (2) 一 09xz(O) ， 


这 就 是 悦 , 如 果 用 工 才 运算 子 (306) ,得 : 
了 ok(O) 一 5pz(5) 。 (311) 
和 了 B 力 相仿 , 我 们 可 以 称 pz (2) 为 运算 子 工 的 特征 丽 数 并 称 
* 是 相应 的 特征 值 。 和 矩阵 (310) 的 对 角形 式 就 跟 pr (2) 是 运算 子 
(306) 的 特征 责 数 这 个 训 实 查 接 有 关 。 
作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 来 考虑 乘 以 自 变 数 ”这 个 运算 
Tn[f (2)] =%f (%)。 (312) 
如 果 我 们 取 丙 数 (297) 作为 硬 数 室 二 中 的 坐标 条 ,我 们 来 建立 
在 空间 五 中 表示 这 个 运算 子 的 线性 变换 。 和 以 上 一 样 , 设 ww 是 
夯 数 .7j(o) 的 富里 真有 系数, 鸡 是 夯 数 sf (z) 的 富里 嘉 系 数 , 这 就 是 
说 


ya (m=0, +1, 0)。 (318) 
我 们 需要 建立 以 w 来 表示 鸡 的 线性 变换 。 
为 了 计算 积分 (313) 我 们 定义 本数 - 坊 -eo 的 富里 哀 系 数 : 


4 + in ad 
re opr 
2mr 人 所 


用 部 分 积分 , 当 径 一 # 关 0 得， 


ein 一 KED)r 一 ( ey 1) 人 
mh) dm—h)° 


现在 来 决定 系数 cn: 


C= 


ee a i 
ou -高 | 2 dz=0。 


把 公式 (818) 改写 为 : 
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a = | fo) dg, 


应 用 广义 的 对 阴性 方程 (286) ,其 中 而 数 了 (2) 的 富里 哀 系 数 是 ou 
而 画 数 > 的 富里 哀 有 系数 由 以 上 的 公式 决定 。 对 于 oh 我 
们 得 到 表达 式 : 


oi BD" 二 加 (314) 


k=—o0 m—b 
求 和 号 上 加 一 撤 裘 示 在 这 里 边 应 该 除去 相当 于 8=m 的 一 项 。 如 
果 在 丽 数 空间 中 取 融 数 (297) 作 为 坐标 丙 数 , 公式 (314) 就 给 出 空 
间 五 中 相应 于 运算 子 (312) 的 线性 变换 。 
一 般 地 :假设 到 某 一 个 完全 的 正 交 正则 面 数 系 作 为 坐标 夯 数 
91(2), 92(%), “oo 
和 如果 五 是 某 一 个 线性 的 厄 密 特 运算 子 , 并 且 : 
Hog(s)~ engrle) 3 
那么 Qam 一 &m。 设 小 (%) 是 一 画 数 , 且 
(2) ~ ep) 
是 它 的 富里 亡 航 数 。 对 于 殉 数 互 岂 (2) 我 们 有 一 个 新 的 富里 嘉 级 
数 
豆 j 人 一 习 cpr 人 o， 
我 们 可 以 证 明 
以 一 es0 (b=1, 2, *…)o 
如 果 取 函数 or(2) 作为 坐标 夯 数 ， 这 个 线性 变换 就 才 示 运 筑 
子 且 。 
我 们 再 回 到 求 微 商 的 运算 子 (306) 。 如 果 所 考虑 的 是 过 和 绩 画 
数 ,那么 这 个 运算 子 是 不 能 应 用 到 所 有 的 夯 数 ,因为 存在 这 样 的 壕 
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禹 页 数 , 它 对 每 一 个 值 4 都 没有 徽 商 。 运 算 子 (306) 相当 于 空间 刀 

中 的 楼 性 变换 (309) 。 如 果 般 数 ， 总 ||? 是 收 敏 的 ,那么 级 数 
入 | cj 一 Sp 0,ls 

有 可 能 是 发 散 的 。 这 般 朋 变换 (309) 不 能 应 用 到 整个 的 空间 囊 ， 


跟 上 面 记 说 的 相符 。 
第 五 豁 中 将 对 这 一 材料 给 出 更 详尽 更 严格 的 叙述 。 
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疝 . 线性 变换 群 ”我 们 来 讨论 维 空 间 中 的 UU 变换 的 一体 。 
所 有 这 些 变 痪 的 行 刘 式 都 不 等 于 霉 , 因此 对 于 每 一 个 入 相应 矩阵 
U 所 完 双 决定 的 U 变换 Us%, 存在 一 个 完 公 确定 的 道 变换 UV-w， 
这 个 造 变 换 也 是 U 变换 [28] 。 而 且 , 假如 Daz 和 Uw 是 两 个 U 
变换 。 那 么 它们 的 积 00% 也 将 是 本 变换 。 僵 体 可 变换 的 集合 
的 这 些 性 质 可 以 简单 地 表示 为 : I 变换 休 体 钥 成 一 个 群 。 

一 般 说 来 , 某 些 行列 式 不 等 于 零 的 米 性 变换 的 集合 ,如 果 满 足 
下 面 两 个 条 件 , 就 组 成 一 个 群 : 首先 , 如 果菜 一 个 变换 属于 我 们 的 
集合 , 那么 它 的 知 变 换 也 属于 这 个 集合 , 其 次 , 集合 中 的 两 个 变换 
的 乘积 (因子 的 次 序 可 随意 ) 仍 属于 这 个 集合 ,而 且 两 个 因子 可 以 
是 相同 的 。 

由 于 任 一 个 变换 和 宅 的 逆 变 换 的 乘积 是 恒 等 变换 , 我 们 可 以 
断 首 :一 个 其 必须 包含 恒 等 变 换 , 也 就 是 单位 矩阵 。 

一 般 地 , 禾 性 变换 被 尼 的 矩 障 完 公决 定 ,因此 我 们 不 论说 厂 性 
变换 群 或 甜 阵 群 都 可 以 。 时 

再 来 举 一 些 线性 变换 群 的 例子 。 不 难看 出 , 实 正 交 变换 的 全 
体 组 成 一 个 敬 。 我 们 知道 , 这 些 实 正 交 变换 的 行列 式 等 于 ( 士 ]) 。 
假如 我 们 取 行 列 式 为 (十 全 的 实 正 交 变换 生体 ,那么 它们 也 粗 成 一 
个 群 。 但 是 如 果 我 们 取 行列 式 为 (一 二 的 实 正 交 变换 从 体 ,那么 它 
们 就 不 再 租 成 群 了 ,因为 两 个 行列 式 为 (一 防 的 矩阵 的 积 的 行列 式 
等 于 (十 1)。 

特别 地 ,如 果 我 们 讨论 三 个 变数 的 实 正 交 变换 群 ,那么 这 个 群 

(197) 
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是 由 ( 工 ) 空 间 园 粒 原 点 的 转动 和 (2 ) 由 转动 和 对 于 原点 的 对 称 变 
换 所 合成 的 变换 所 租 成 。 如 果 我 们 取 三 个 变数 的 行列 式 为 《十 了 
的 正 交 变换 铬 , 闭 么 这 个 群 就 是 空间 园 艇 原点 的 转动 嫩 。 
在 我 们 所 考虑 的 一 切 情形 中 , 群 包含 了 一 个 由 无 穷 多 个 变换 
所 组 成 的 集合 , 其 中 三 维 空间 转 毋 原点 的 塌 动 八 依赖 于 三 个 任意 
的 实 参 数 一 一 尤 拉 角 , 关 于 这 个 我 们 在 前 面 已 经 说 过 了 。 
作为 又 一 个 例子 ,我 们 来 讨论 空间 以 角度 4 园 线 入 轴 的 转动 ， 


(1) 


hp at 
Y=Zsin py Cos po 
对 于 参数 9 在 区 则 (0, 2z) 中 所 有 可 能 的 实 值 ,显然 我 们 待 到 
一 个 群 ,这 个 群 是 一 个 无 和 穷 的 变换 集合 ,由 一 个 参数 所 决定 。 引 进 
下 列 变 换 的 矩阵 表示 : 
‘cos p， 一 Sin Y 
| sng, cosp 


9 一 


o (2) 


但 接 可 以 看 出, 角度 为 91， 93 的 两 个 转动 的 柔 积 是 角 虎 为 
(91 十 293) 的 转动 : 


Go Go 一 Goro (8) 
同样 有 Ln Lr ~— Lprtos o 

因此 我 们 看 出 , 在 这 个 情形 下 , 群 中 所 有 的 变换 , 也 就 是 群 中 
所 有 的 元 素 , 是 彼此 可 交换 的 。 这 样 的 群 上 做 阿 倍 尔 群 。 产 且 , 在 
最 后 一 个 例子 中 , 群 中 两 个 元 素 的 乘积 可 归 糙 到 对 应 于 相 乘 和 矩阵 
的 贿 数 9 的 值 的 相 加 。 

我 们 可 以 把 最 后 一 个 群 稍微 扩大 一 些 , 不 仅 取 X 了 平面 图 和 缆 
原点 的 转动 , 而 且 取 反射 , 就 是 对 于 了 砷 的 对 称 变换 , 而 且 显 然 ， 
区 两 种 运算 相 乘 的 次 序 蚌 可 以 不 管 的 ,也 就 是 说 ,首先 转 炎 原 点 旋 
肚 然 后 对 称 于 了 轴 反 射 或 者 在 相反 的 次 序 下 进行 是 没有 关系 的 。 
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虽然 实 序 的 改变 影响 乘积 ,但 是 在 两 种 情形 下 ,总 的 变换 的 集合 还 
是 同一 个 。 这 就 是 两 个 变数 的 实 正 交 变换 。 对 应 的 甜 障 有 下 列 形 
式 : 


全 -| 一 gsin9 | (4) 
这 里 9 就 是 以 前 的 参数 ,而 4 是 等 于 土 1 的 一 个 数 。 当 4d 一 1 时 我 
们 所 得 到 的 就 是 站 了 平面 图 绕 原点 的 转动 , 而 当 4= 一 1 时 得 到 
一 个 转动 ,并 在 转动 后 施行 上 面 所 提起 的 对 称 变换 。 不 难 验 算 , 对 
于 甜 阵 (4 ) 的 乘法 有 下 壕 规 划 

{92, da {91 四 一 {pi 十 opay dids} (5) 

在 这 个 情形 下 , 乘积 和 因子 的 次 序 有 关 , 也 就 是 说 , 这 个 群 忆 
沟 不 是 阿 伐 尔 群 了 。 显然 , 三 维 空间 的 实 正 交 变换 群 以 及 三 维 空 
则 图 秋 原 点 的 斩 动 群 同样 地 也 都 不 是 阿 倍 尔 群 。 

到 现在 为 涉 , 我 们 所 举 的 群 的 例子 者 包含 变 换 的 无 穷 (元 素 ) 
集合 , 大 且 对 应 的 算 阵 包含 任意 的 实 参 数 。 现在 我 们 来 举 几 个 只 
有 有 限 个 元 素 的 群 的 例子 。 裔 m 是 某 一 个 正 整 数 。 我 们 来 讨论 
人 了 平面 以 角度 


0, 27, Me. 20m 一 蕊 严 
mm ?7 my 


> 站 9 
sinp， ,cosg | 


的 转动 。 
现在 我 们 一 共有 m 个 变换 , 泥 们 的 算 肆 是 
Cog A 一 Sin 2 
022 mm 
ZZ 2rzx 一 | (k=0, 1, 2，…， m—1)。 
mm | . 2p 2 
Sn OS mm 
鼻 然 ,这些 变换 组 成 一 个 群 ,而 且 这 个 群 的 元 素 是 同一 个 变换 
的 整 蛙 ,就 是 ， 
Zorm— ZL (k=0,1,., m—1)。 (6) 
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这 样 由 茶 一 个 变换 的 器 所 组 度 的 有 限 群 ,一 般 称 为 巡回 群 。 
假如 我 们 取 某 一 个 与 w 不 可 通 移 的 角度 go, 那么 ， 显 然 变换 
《给 阵 ) 


ZE =Zreo, (=0; 二 1, +2,…) (7) 
业 组 成 一 个 妊 。 但 是 这 个 群 包 合 无 穷 多 个 元 素 , 因为 对 于 无 论 导 
个 整 指数 ,和 矩 陈 2Z4, 总 不 会 等 于 Z8, 二 T。 群 (7 ) 是 一 个 无 限 群 , 但 
是 宅 的 矩 陈 不 包含 速 续 参数 。 在 这 种 情形 , 我 们 就 说 群 中 的 元 素 
是 可 数 的 ,这 就 是 说 , 我 们 可 以 用 整数 将 群 中 的 元 素 粮 号 , 也 就 是 “ 
膏 ,我 们 可 以 狂 群 中 每 一 个 元 素 以 一 个 整数 的 指标 ,使 得 不 同 的 元 
尝 有 不 同 的 指标 而 且 每 一 个 整数 者 将 是 某 一 个 元 素 的 指标 。 这 在 
包 舍 速 绫 参数 的 群 中 是 不 可 能 的 事 。 

538， 正 多 面体 群 ” 现 在 我 们 再 来 举 一 些 有 限 群 的 例子 , 而 且 
这 些 群 都 是 由 一 - 些 三 条 空间 轩 绕 原点 的 转动 所 租 成 . 我 们 知道， 
在 一 宪 的 坐标 有 系 航 下 , 这 样 的 转动 可 用 从 标的 某 些 线 锤 变 钦 来 表 
示 。 注 意 , 当 我 们 阁 到 空间 圆 线 原点 的 转动 时 ,我 们 只 是 指 从 源 来 
的 位 置 到 改变 成 的 位 置 的 转变 的 最 获 效 果 。 至 于 这 个 畦 变 用 件 分 
方法 施行 ,完全 不 在 我 们 的 考虑 之 中 。 事 实 上 ,每 一 个 线性 变换 决 
定 被 变 澳 的 点 的 坐标 , 但 是 没有 说 到 变换 的 方法 。 变换 方法 本 身 
的 研讨 不 在 我 们 的 讨论 之 内。 

考虑 以 原点 为 中 心音 位 为 牢 
径 的 球 。 在 这 个 球 内 作 一 个 任意 
的 正 多 面体 ,例如 正八 面体 (图 2)。 
我 们 知道 这 个 多 面体 的 表面 虫 八 
个 等 边 三 角形 所 和 组成。 现在 来 讨 
询 三维 空 间 园 绕 原 点 的 那样 一 些 
转动 ,在 这 些 转 动 之 后 ,我 们 所 取 
和 的 八 面体 和 它 本 来 的 位 置 重合 。 
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不 难看 出 , 这 些 变 换 的 集合 成 为 一 个 群 而 且 这 个 群 只 包含 有 限 多 
个 元 素 。 现 在 来 计算 一 下 这 个 群 元 素 的 个 数 。 ee 


联 芋 两 个 对 顶点 的 轴 。 假 如 我 们 将 空间 以 角度 0, ~ Be wz 国 


糖 原 点 而 旋 团 ,那么 八 面 体 与 它 原 床 的 位 置 重 合 。 显 然 ， 和 0 
的 转动 对 应 于 恒 等 变 换 ， 单位 矩 障 。 我 们 用 
=1, S1, Sa Ss (8) 
Oe ty 
设 4 是 所 取 珊 上 的 一 个 顶点 。 我 们 讨论 五 个 厂 性 变换 
Ty, Pa, Da, Ts, Ts, 
它们 使 入 面体 与 原来 的 位 证 重合 而 项 点 4 与 另 五 个 顶点 中 的 一 
合 。 陈 了 (8) 中 的 四 个 转动 外 , 再 组 成 下 面 的 空间 图 弹 原 点 
的 二 十 个 转动 : 
Ti So, PeS1, TiSa, ToSs (B=1,2,3,4,5)。 (9) 
不 难 检验 ,(8 ) 和 (9 ) 这 24 个 转动 都 是 不 同 的 。 这 个 从 几何 
.上 看 来 是 很 显然 的 ,大 且 也 可 以 用 下 法 来 证 明 : 假 襄 
2 Ss=T,, Sg, o (10) 


变换 5 对 应 于 图 嫉 通 过 顶点 4 的 轴 的 一 个 转动 ,在 这 个 变换 
下 , 4 保持 原来 的 位 诅 。 当 指标 Pp 各 不 同时 , 变换 了 Tb 和 Tp, 将 
顶点 4 变 汉 不 同 的 顶点 ,因此 ,由 于 等 式 (10) 指标 p 和 和 gn 必须 福 
等 ,而 因此 以 了 7 一 Ta 同 乘 这 个 等 式 , 显然 9 和 9 也 必须 相等 ， 
这 就 是 说 ,等 式 (10) 仅 当 左右 两 边 的 因子 相同 时 方 可 成 立 。 因 此 ， 
(8) 和 (9) 冶 了 我 们 24 个 转动 , 在 这 些 转动 之 下 , 八 面 体 与 原来 
的 位 置 重 合 。 现 在 来 证 明 , 具有 这 个 性 质 的 转动 都 已 在 这 些 转动 
之 中 。 今 了 是 某 一 个 便 八 面体 与 自己 重合 的 转动 。 假 设 在 这 个 
腥 动 下 顶点 4 与 另 一 个 顶点 4 重合 而 了; 是 变换 Tw 中 将 4 变 到 
;的 一 个 。 作 变换 了 7 了 。 在 这 个 变 澳 下 入 面体 与 自己 重合 而 且 
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顶点 妾 也 保持 原来 的 位 置 。 因 此 4 的 对 栅 虑 也 保 竺 原来 的 位 置 ， 
因此 所 作 变 换 是 三 线 通 过 基点 4 的 轴 的 转动 & 中 的 -一 个 ,这 就 是 
说 人 1!V=84 由 此 =7)5,。 换 句 话说 , 任 一 个 将 八 面体 变 为 自 
已 的 转动 都 已 包 合 在 我 们 上 面 所 说 的 半 24 个 转动 之 中 。 因 此 , 业 
果 是 ,使 八 面体 变 为 自己 的 转动 八 包 含 24 个 元 素 。 
显然 ,我 们 可 以 在 单位 球 内 用 下 述 方法 作 一 个 立方 体 ,使 得 轰 

过 人 面体 从 个 面 的 中 心 的 什 径 都 以 立方 体 的 顶点 作为 端点 。 由 此 
丁丁 搂 推出 ,立方体 的 转动 群 就 是 八 面体 的 转动 群 。 假设 我 们 另 
外 选 一 个 入 面 体 的 位 次 , 而 新 的 位 置 恰好 由 原 求 的 位 置 经 一 个 苇 
动 而 得 到 ,这 个 转动 的 矩阵 是 了 。 假 如 广 是 某 一 个 使 原来 的 八 面 
体 变 为 自己 的 转动 , 那么 显然 她 ， UVUI 将 烙 出 这 样 一 个 转动 : 
族 将 新 的 八 面体 变 为 自己 ,并且 反 过 来 也 对 。 因 此 ,假如 原来 的 八 
面体 的 转动 群 由 矩阵 Vs (%=1, 2, …, 24) 所 和 组 成 , 冰 么 新 的 八 面 
体 的 转动 群 就 由 相位 的 矩阵 UZ*U-: 所 租 成 。 换 句 话 说 ; 我 们 得 

到 一 个 相似 妊 。 一 般 地 , 假如 基 些 短 陈 太 的 集合 组 成 一 个 铬 , 油 

么 对 于 任意 一 个 固定 的 甜 陈 短 阵 本 ,相似 的 短 阵 UV 本 的 集合 也 让 组 
成 一 个 群 。 这 个 不 难 从 群 的 定义 直接 证 盟 , 我 们 把 证 明 留 和 读 者 
去 完成 。 第 二 个 烙 一 般 地 被 称 为 与 第 一 个 相似 的 群 。 

现在 来 讨论 正四 面体 , 它 的 表面 由 四 个 等 边 三 角形 所 组 成 而 

且 有 四 个 众 点 。 取 四 面体 的 任意 一 个 轴 , 这 个 轴 联 烙 它 的 一 个 顶 
点 4 和 对 面 的 中 心 。 ere oe eelh 
角度 0， 3 各， 名 ， 那么 四 面体 和 它 原来 的 位 置 重合 。 全 Su, Su 
Sa 是 这 些 转 动 . 再 引进 三 个 线性 变换 T1， 和 个 变换 
i 让 业 让 区 表 和 下 全 六 
转动 So, 51, Ss 外 再 作 九 个 转动 Ts So, Te 81, ThSa(h=1, 2,3)。 
我 们 得 到 12 个 不 同 的 转动 ,而 且 这 就 是 使 四 面体 变 为 自己 的 转动 
的 至 体 。 
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， 现 在 来 考 卡 正二 十 面体 , 汤 的 表面 由 二 十 个 正三 角形 所 组 成 ， 
工 且 有 十 一 个 顶点 。 旬 上面 一 样 , 取 二 十 面体 的 任意 -个 加 ,这 个 
二 联 灶 它 的 顶点 4 和 对 面 的 项 点 。 当 空间 以 角度 2 (%=0, 1， 
2, 3, 约 而 转动 时 ,二 十 面体 和 它 自 己 重合 。 合 5 是 这 些 转 动 。 再 
有 十 一 个 转动 .一 1 2，…， 1)， 这 些 变换 使 一 十 面体 筷 自 
已 重合 而 硕 点 4 变 到 其 他 顶点 中 的 一 个 。 使 二 十 面体 变 为 自己 的 
整个 转动 群 由 五 个 转动 S 和 本 个 转动 TS 所 粗 成 。 因 此 ,这 个 
群 一 共 包 合 60 个 转动 。 这 个 释 也 就 是 正 十 二 面体 的 群 ,十 二 面体 
的 表面 由 十 二 个 正 五 边 形 所 独 威 , 并 且 有 二 十 个 项 点。 为 了 说 明 
这 个 ,必须 将 十 二 面体 放 在 二 十 面体 的 对 应 位 置 ,就 象 上 面 立方 体 
之 对 于 入 面 体 一 样 。 

再 来 考虑 一 个 由 三 闪 空 间 的 转动 所 租 记 的 群 。 候 如 在 了 7 
面 .上 有 一 个 正 边 形 , 它 的 中 心 和 坐标 原点 重合 。 取 这 个 4 边 形 
的 任意 一 个 珊 , 这 个 轴 由 它 的 一 个 顶点 4 和 对 项 点 (假如 是 侦 
数 ) , 或 者 和 它 的 对 边 的 中 点 (假如 % 是 奇数 ) 联 生 而 成 。 当 X 了 
面 以 角度 0 和 w 天 镜 这 个 机 而 转动 时 ,n 边 形 和 月 己 重合 。 第 一 
个 转动 是 恒 等 变 换 1, 而 我 们 用 8 来 表示 第 二 个 转动 。 

除 此 以 外 ,我 们 有 以 角度 2 (= 二, 2，…, n 一 了 ) 贺 税 攻 地 
的 转动 Ts, 在 这 些 转动 之 下 4 边 形 也 和 自己 重合 , 而 顶点 4 变 至 
其 他 顶点 中 的 一 个 。 当 一 0 时 ,得 到 恒 等 变 找 7,= 了 J。 将 n 边 形 
变 为 自己 的 整个 变换 群 由 下 列 2 个 变换 所 租 成 :Ts 和 IsS (二 0， 
1, 2,…, 7 一 二 ) 。 

所 提 到 的 % 边 形 一 般 地 匀称 为 两 面体 , 它 的 表面 是 由 两 个 (上 
面 和 下 面 ) 面 所 租 成 ,而 所 作 的 群 叫做 两 面体 群 。 

54， 劳 从 次 变换 我 们 以 前 所 举 的 栈 性 变换 群 的 例子 ,都 是 
由 吕 变换 或 三 欠 空 间 的 转动 《7 变换 的 特殊 情形 ) 所 租 成 。 现 在 
我 们 来 研究 一 个 新 的 线性 变换 群 , 它 的 元 来 不 再 是 厅 变换 。 这 个 
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群 在 相对 窒 、 电 动力 学 以 及 在 量子 力学 中 率 涉 到 相对 论 的 部 分 部 
很 重要 。 
讨论 四 个 变数 21, zs, oa， 24, 其 中 前 三 个 是 点 的 空间 坐标 ， 
而 最 后 一 个 变数 是 时 间 。 了 由 于 特殊 相对 认 的 关于 相对 运动 中 其 一 
个 确定 的 速度 c( 光 一) 的 不 变性 的 基本 要 求 , 产生 了 关于 上 面 提 
起 的 四 个 变数 的 这 样 一 些 线 性 变换 的 问题 ,在 这 些 和 线性 变换 之 下 ， 
0 十 D3 十 03 一 02 3 
保持 不 变 , 这 就 是 说 , 我 们 需要 找 这 样 一 些 线 性 变换, 用 有 变数 mw 
来 表示 新 的 变数 以, 使 下 式 成 立 : 
2 十 2 各 十 0 各 一 C30 好 一 信 十 咀 十 娩 一 06308 。 
首先 我 们 讨论 当 华 标 za 和 2s 保持 不 变 而 且 在 线性 变换 中 只 
出 现 变 数 z1 和 ww 的 情形 。 如 此 ,我 们 就 需要 找 这 样 的 线性 变换 
2 一 0I101 十 CH4 Di, 
Vl = 41 TPIT Waa V4 | dm 
使 得 
02 一 C2042 一 他 一 C203 。 (12) 
根据 公式 Y= iors 
引进 一 个 新 的 缠 虚 变数 y; 来 代 竺 ws 。 
所 说 的 线性 变换 就 有 下 壕 形式 : 
WM =01 904+ oy, } 
= T1022 Yi 


(18) 


G14 . > 
此 处 Qo; a; oid caa 一 ad 


而 条 件 (19) 可 以 重 写 为 下 让 形 式 : 
二? 一 组 十 咀 。 dD 
系数 ml 和 aas 应 该 是 实数 而 1a 和 cai 应 该 是 纯 虚 数 , 因此 用 
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oa 一 B19 和 aal 一 Bai 表示。 显然 ,条 件 (1 儿 相当 于 说 变换 (13) 蚌 
正 交 的 ,因此 ,每 一 行 和 每 一 列 的 元 素 的 平方 和 必须 等 于 单位 。 很 
容易 验算 ,我 们 马上 就 得 出 3 一 Bi 一 co 工 一 as 一 工 和 oo 和 一 aia。 
假设 ca 一 ax 和 B61 一 46。 我 们 将 认为 系数 qtr 和 aas 是 正 的 , 这 相 
当 于 不 改变 计算 和 和 zs 的 方向 。 因 此 由 于 上 述 的 关系 ,我 们 可 用 


V1=api+ iaByy 


人 =a1 T+ ay _ 
来 代替 (13) 。 行 的 正 交 条 件 
aosat- 上 ia28G 一 0 
猴 出 aai 一 一 iaB6, 这 就 是 说 , Ba 和 Ba 必须 异 号 。 最 后 ,条 件 


< 和 十 ai 一 工 、 


锥 出 一 02B? 一 1 或 a 一 jo (B82<1) 
因此 最 后 我 们 得 到 下 述 及 式 : 
一 2 一 一 ?60 十 位 
OT 


或 者 ,再 从 变数 y1=icms A Wa: 


1 _ wi—Borma,. »_ ett 
. es (15) 
从 这 两 个 等 式 可 直接 推出 , 变数 w 所 对 应 的 坐标 有 系 航 对 原 求 
的 坐标 对 航 以 速度 


v=B6 (16) 
按照 2 的 方向 而 移动 。 因 为 假如 取 2 为 常数 我 们 就 有 : 
一 Bedzs 一 0; 即 2 ~ poo 


Te 
24; 我 们 就 得 到 两 个 变数 的 劳 从 次 变换 的 通常 的 形式 


让 (17) 


在 c->oc 的 极限 情形 , 我 们 就 得 到 古典 力学 相对 运动 的 一 般 
公式 
太一 2 一 48 t=to 
不 难 检验 ,一 个 实 贿 数 的 劳 偷 区 变换 代 7) , 钥 成 一 个 群 。 对 于 
和 和 + 解 方程 (17) ,我 们 得 到 (7) 的 着 变换 。 现 在 来 说 明 , 这 个 逆 
变换 也 是 一 个 劳 偷 次 变换 , 宪 是 从 变 痪 (17) 将 (一 臣 代 严 v 而 得 到 
的 。 事 实 上 , 解 方 程 (17), 就 有 


(= 与) 有 -V1 (to); 


出 此 立 印 推出 
7 2p! 十 Di py 好 十 去 
1 三 2 


现在 来 讨论 对 应 于 参数 值 =v 和 2 一 vw 的 两 个 劳 偷 次 变换 
五 和 L。。 作 宪 们 的 乘积 La 工 并 来 证 明 这 个 积 也 是 劳 偷 次 变换 。 
我 们 要 求 下 二 答 陆 的 乘积 : 


1 Be | 
J 丙 ' “也 | 


je 
VipB’ Vip 
BB 


M1—B2’ w II 一 席 有 | 


仑 
Y 到 再 YI 
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应 用 和 振 阵 汪 法 的 一 般 法 则 ,我 们 得 到 乘积 为 


1 和 ic 十 Bac 
pp | ’ Ts 
7 喀 Ba S (18) 
C 
小 1+BiBs ， | 
引进 一 个 新 的 量 
二 
V1 Va 


于 是 短 阵 (18) 可 以 写作 下 询 形 式 : 


| J -7 
Bs ，(B8s 一 后) 


2 C 工 

V1i-B’ V1-pB| 

这 就 是 说 , 它 也 对 应 于 一 个 参数 值 2 一 的 劳 偷 次 变换 。 因 此 到 

式 (19) 就 是 特殊 相对 者 中 速度 相 加 的 法 则 。 如 果 在 公式 (19) 中 假 

识 避 =0, 那么 很 容易 算出 , 精 果 所 得 的 速度 us=o, 这 就 是 油 , 当 

两 个 运动 相 加 时 速度 。 确实 是 不 变 的 。 

在 公式 (15) 推演 过 程 中 ,我 们 用 一 定 的 方法 固定 了 和 线性 变换 

(HbD 的 系数 的 正 旬 号 ,就 是 :认为 系数 ca 和 ou 是 正 的 。 这 个 要 求 
可 以 用 另外 一 个 方法 来 代替 ,就 是 :系数 ass 和 行列 式 


QI1 44 Wa Cat (20) 


是 正 的 。 


不 难看 由, 作为 一 个 推荐 ,从 这 两 个 假 珊 可 得 出 ci 是 正 的 , 反 
过 来 也 对 。 事 实 上 ,变换 (17) 的 行 询 式 等 于 (二 1) , 这 就 是 说 , 当 
qn>0 时 ,行列 式 (20) 也 是 正 的 。 假 如 我 们 取 411 一 一 % 和 aas 一 0， 
其 中 >0, 那么 就 得 漳 一 个 行列 式 为 (一 1) 的 变换 。 系 数 ss 是正 
的 条 件 相 当 于 : 当 wi 固定 而 mw->ce 时 ,我 们 有 2->oo。 我 个 可 以 
说 ,这 是 相当 于 玄 时 间 的 方向 的 不 变性 。 因 此 ,公式 并 没有 痊 出 所 
有 满足 条 件 (12) 的 变换 ,而 只 葵 出 了 那些 行列 式 (20) 为 正 并 日 不 
改变 时 间 的 方向 的 变换 。 
现在 我 们 来 讨论 四 个 变数 zs 二 1, 2, 3, 4) 的 一 般 劳 偷 次 实 
换 ,这 里 必须 满足 条 件 : | 
02 二 2 十 人 0 一 C3 一 十 68 十 入 一 上代 。 (21) 
将 ww (=1 2, 8) 和 必 (4 二 1 ,2, 8) 淖 作 两 个 不 同 的 三 杂 空 
回忆 和 好 中 的 笛 卡 尔 坐标 。 我 们 来 证 明 , 在 这 两 个 空间 中 用 适当 
的 方法 选取 坐标 轴 后 , 我 们 可 以 将 一 般 的 劳 偷 实 变换 化 为 上 面 诗 
论 过 的 特殊 情形 。 用 了 表示 一 般 的 劳 丛谈 变换 而 用 8 表示 上 述 形 
式 的 特殊 劳 偷 次 变换 。 我 个 的 断 车 相当 于 项 我 们 可 以 将 破水 
成 | 
T=VSU, Se (22) 
星 处 U 和 六 是 两 个 实 让 交 变换 , 相当 于 前 面 所 提起 的 宏 间 . 及 和 
也 中 的 坐标 变换 。 
和 前 面 一 样 ,我 们 引进 四 个 新 变数 
Yi = 51; 0 一 2; Ys = 73; Ya = dra, 
并 用 同样 的 方法 引进 - 
M0; =; 0; Yt = i « 
代替 条 件 (21) ,对 于 新 的 变数 我 们 有 通常 的 正 交 条 件 . 
久 ? 十 9 十 天 十 2 一 表征 组 十 组 十 估 。 (28) 
我 个 所 要 找 的 线性 变换 应 蔷 有 下 这 形式 : 
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Ye—Ap Yi ra Ys Apa Yat opa ys =1, 2,3,4)。 (24) 
考虑 到 和 人 包 必须 是 和 纯 虑 的 , 我 们 可 以 断 阁 , 系数 ai, oka， 
aka， 当 有 一 1 2， 3, 和 aws 都 必须 是 实数 ,了 而 系 数 us， ca，aas 和 
aux 当 二 1, 2, 38, 必须 是 苑 虚数 。 空 间 请 中 坐标 埋 的 变换 就 等 
于 对 于 变换 色 , 仿 , %% 作 实 正 交 变换 。 现 在 来 讨论 系数 : 
ad4 一 0; aa 一 2 ass 一 za 
三 个 实数 B64， Bs， Bas 决定 一 个 矢量 , 假如 我 们 取 这 个 矢量 
的 方向 作为 空间 六 中 第 一 个 新 的 坐标 朝 , 那么 ; 在 对 应 的 正 交 变 
换 的 结果 中 系数 qas 和 aas 变 为 雳 。 为 了 襄 明 这 一 事实 ,只 须 注意 ; 
由 于 公式 (24) ,对 于 变数 级 , PR， 的 正 交 变换 , 可 化 为 对 于 Bu， 
Bas， Bas 的 同样 的 变换 。 这 样 , 我 们 就 认为 空间 B 的 这 样 一 个 变 
换 已 经 施行 了 ,因此 我 们 有 css=css=0。 和 条件 (23) 指 出 ,变换 (24) 
的 系数 必须 满足 通常 正 交 变换 的 条 件 。 考 虑 到 上面 所 提起 的 变数 
等 于 雾 ,再 考虑 第 二 行 和 第 三 行 ,我 们 就 得 到 下 烈 条 件 ; 
chatst+ois=1 (=2,3), 


Qo1 31 十 aaa G82 + 28 033 =0, 
这 里 所 有 的 系数 都 是 实数 , 由 于 所 写 的 条 件 , 分 量 为 (aaa, .aas，cas) 
和 (cai，cssa， oss) 的 两 个 矢量 必须 有 单位 长 着 且 是 互相 牌 直 的 。 假 
如 我 们 在 五 中 取 这 两 个 矢量 作为 他 和 节 s 灿 方向 的 基础 矢量 ， 
于 么 表示 上 述 两 矢量 和 变 矢 量 (Wi, Ys, %a) 的 内 积 的 两 个 和 
QanYyitorayat ors Ys (有 一 2，3) 
就 只 由 % 和 ws 所 志 示 , 这 就 是 说 , 对 于 这 样 选择 的 坐标 轴 , 我 们 
Qa3— Gs3—1; Gal —0a3~— Qa1= Wa =0s6. 

这 样 _ 水 ,在 两 个 空间 征 痢 这 样 选 竺 坐 法 轴 之 后 ,交换 (2 的 

矩阵 就 将 是 
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| O11 O12 O18, O14 
| 0,， ii，0, 0 
0,0, 1, 0 
Ca1，0439 043) Caa i 
这 个 答 障 是 开始 所 提 到 的 和 矩 陆 税 两 个 正 交 变换 相 乘 而 得 到 的 
精 果 ,这 两 个 变换 只 说 到 前 三 个 变数 ,但 是 它们 当然 可 以 看 作 四 个 
变数 的 正 交 变换 , 不 过 第 四 个 变数 保持 不 变 。 由 于 两 个 正 交 变换 
的 乘积 仍 是 正 交 变换 ,我 们 可 以 断 诗 , 短 际 (25) 的 元 素 仍 将 满足 正 
交 条 件 。 写 下 第 一 行 正 交 于 第 二 .三 行 的 条 件 ,我 们 得 到 
-Cia=018=0, 
而 第 四 行 与 第 二 、 三 行 正 交 的 条 件 洽 出 
ads 一 0d3 一 0。 
最 后 我 们 得 到 下 面 的 矩 障 : 
lo, 0; 0, og 
0,，1,0, 0 
0, 0,1,04 
os 0, 0,» a 
这 就 是 新 ,在 这 个 情形 下 ,我 们 有 和 线性 变换 
=anyi+e ys ， 


=041 N14 Yay 


(25) 


TY = 
我 们 所 要 的 就 是 这 样 的 变换 ,大 旦 它 使 我 们 化 为 形式 (15) 的 
特殊 劳 偷 众 变换 , 因此 我 们 可 认为 公式 (22) 已 轰 破 建立 起 来 了 。 
只 需 注 意 , 当 决 定 变换 8 时 , 正 负 号 的 选择 法 则 和 前 面 有 同样 的 意 
义 , 假如 我 们 要 求 一 般 劳 偷 鼠 变 换 不 改变 时 间 的 方向 而 且 它 的 行 
列 式 大 于 堆 。 我 们 总 可 认为 正 交 变换 7 和 六 是 三 闪 空 间 的 转动 ， 
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i 


因此 它们 的 行列 式 大 于 零 , 并 且 不 牵涉 到 第 四 个 变数 。 这 样 ,我 们 
就 得 出 为 使 变换 8 的 行 烈 式 大 于 零 并 且 旋 不 变 时 间 方向 所 必需 满 
足 的 条 件 , 这 就 是 说 , 在 对 于 一 般 变换 下 的 上 述 假发 之 下 , 我 们 也 
得 出 了 当初 在 推出 特殊 变换 公式 时 所 加 上 的 条 件 。 满 足 前 面 所 提 
出 的 两 个 条 件 的 一 般 劳 偷 次 变换 叫做 正 劳 偷 次 变换 。 从 以 上 的 计 
论 可 知 ,它们 的 答 嘲 可 按照 去 式 (22) 而 得 到 ,其 中 作 是 形式 为 (15) 
的 特殊 劳 偷 次 变 所 而 I 和 矿 是 三 厅 空 间 转 动 的 矩 陈 。 可 以 验 明 ; 
就 象 变换 (15) 一 样 , 正 劳 偷 次 变换 组 成 一 个 妊 。 

以 上 的 诗 哈 指出 ,只 由 条 件 (21) 所 决定 的 更 一 般 的 劳 偷 次 变 
换 的 矩阵 可 由 公式 (22) 玫 示 , 其 中 ZJ 和 六 是 转动 而 8 是 两 个 变数 
的 一 般 劳 偷 交 变换。 假如 这 是 一 个 正 变换 ,那么 从 公式 (15) 可 直 
接 推 出 也 (8) = 而且 任 一 个 正 劳 偷 赤 变换 的 行列 式 都 等 于 1， 
为 了 和 严 的 短 陈 等 于 工 而 且 我 们 把 IT, 8 和 六 的 矩 陈 都 考虑 作 
为 四 阶 短 陆 。 很 容易 恰 明 ,在 二 阶 劳 偷 次 变换 的 一 般 情况 下 ,行列 
式 可 等 于 ( 土 1) ,因此 ,一 般 劳 偷 灵 变换 的 行列 式 也 可 以 是 ( 士 ]) 。 

忠 ， 贰 换 到 现在 为 止 , 我 们 讨 洽 了 许多 元 来 是 粮 性 迹 换 的 
释 的 例子 。 群 的 概念 不 一 定 要 和 和 线性 变换 的 运算 相 联系 而 可 以 用 
另外 性 质 的 运算 来 建立 。 现 在 我 们 来 讨论 一 种 前 面 已 经 过 到 过 的 
运算 , 就 是 来 讨论 置换 。 首先 来 设 明 关于 是 换 的 几 个 基本 事实 和 
概念 。 

假 衣 有 % 个 任意 的 物件 , 象 在 [3] 一 样 ,我 们 可 以 把 它们 闫 号 ， 
名 可 认为 它们 就 是 整数 1, 2, …, n。 我 们 知道 , 我 们 可 以 由 这 些 
数组 成 mw1 个 排列 。 取 这 些 排列 中 的 一 个 

Pi pap o (26) 

所 有 ps 的 生体 烙 出 从 1 工 到 的 一 切 整数 ,而且 在 杖 列 (26) 中 
它们 排列 成 -- 定 的 欢 序 。 将 排列 (26) 和 基本 的 排列 1, 2,…, n 
比较 : 


工 ， 2，… 
ee Pa Pn p, )° 0 


从 基本 诽 列 到 诽 列 (26) 是 由 将 1 换 咸 ,2 换 成 ps 等 而 得 
济 。 把 这 个 变换 用 字母 卫 表示 井 在 以 后 称 它 为 证 换 。 现 在 来 定 
义 着 置换 己 - 的 笋 念 。 这 就 是 将 (26) 变 为 基本 排列 的 运算 ,就 是 
将 pi 换 成 1 将 ps 次 戊 2 等 的 一 种 运算 。 我 们 用 特例 来 祝 朋 ,这 一 
事实 : 取 mn=5 并 考虑 置换 


人 
P= \g, 2,5,1,4/* 


逆 置 换 为 : 。 P-!= Cn 人 - 


4, 2, 1, 5, 8/° 
很 容易 看 出 
(PDN1i=P,。 . (28) 
现在 来 引进 甘 换 的 积 的 概念 。 设 Pi 和 Ps 是 任意 两 个 贰 换 。 
置换 积 Ps Pi 是 这 样 的 一 个 转换 , 它 是 首先 实行 Pi, 然后 实行 Pa 
所 得 的 车 果 。 例 如 ,假如 我 们 取 两 个 置换 
1, 2, 8, 4, 5 1, 2, 8, 4,5 
5, 1, 4, 8, 2 /和 二 G 1, 5, 2, 
那么 它们 的 积 Ps Pi 就 是 置换 
1, 2, 8, 4, 5 
4, 5, 2, 1, 8/° 
显然 地 ,化 填 换 P77! 由 条 件 
P-iP~ PP-: 一 IT (29) 
完全 决定 ,这 里 我 们 用 工 霄 示 单 位 置换 ,就 是 把 每 一 个 元 素 和 都 变 为 
自己 的 置换 。 
连续 实行 儿 个 考 模 ,我 们 就 可 以 组 成 几 个 亿 横 的 浅 积 PsPsPi。 
很 容易 看 出 ,这 酝 的 乘积 满足 结合 律 , 即 


Pt 


PoPi 一 ( 
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_ Pa(PasP) = (Ps Ps)Pi 。 (30) 
实际 上 ,实行 置换 Pi, 然后 我 们 可 以 实行 Ps 和 | Ps, 或 者 用 
滨 行 一 个 置换 (PsPs) 来 代替 连 粮 实行 Pa 和 Ps, 这 个 置换 是 与 先 
后 实行 Pa 和 .了 Ps 锋 价 的 。 最 后 我 们 指出 , 单位 置换 显然 满足 下 列 
条 件 
TP=PI=P, (31) 
此 处 卫 是 任意 一 个 车 换 。 贰 换 的 乘积 一 般 来 褒 不 满足 交换 人 律 , 即 
Pa Pi 和 PP, 一 般 是 不 向 的 仁 换 。 我 们 建议 用 上 面 的 例子 来 验 
明 这 一 事实 。 ， 
这 样 , 我 们 对 言 换 建立 了 莱 积 , 送 秆 换 和 单位 置换 等 基本 概 
念 ,就 象 以 前 对 厂 性 变换 (和 矩阵 ) 所 建立 的 这 些 基 本 概念 一 样 。 现 
在 我 们 可 以 继 千 用 类 似 的 方法 进一步 建立 群 的 概念 , 序 : 如 果 一 个 
甘 换 的 集合 满足 下 述 两 条 件 : 首 先 , 假 如 划一 个 置换 属于 我 个 的 集 
合 ,那么 它 的 拷 秆 换 也 属于 这 个 集合 , 其 次 , 集合 中 两 个 置换 的 屁 
积 ( 了 下 任意 的 次 序 ) 仍 属于 这 个 集合 ;那么 这 个 集合 就 组 成 一 个 群 。 
和 在 线性 变换 的 情形 一 样 ,很 明显 地 单位 置换 必须 属于 一 个 三 
显然 , 所 有 nl 个 叶 换 的 集合 组 成 一 个 群 , 现在 来 建立 另 一 个 
群 ,这 个 菩 只 由 前 者 的 一 部 分 所 组 度 。 注 意 ,每 一 个 置换 部 可 由 某 
一 些 对 换 得 出 [2]。 而 且 对 于 一 个 已 知 的 舍 换 ,对 换 的 数目 可 以 是 
不 同 的 ,但 是 ,我 们 在 前 面 已 证 朋 , 对 于 已 知 的 置换 ,这 个 数目 的 奇 
偶 不 变 。 由 侦 数 个 对 换 钥 成 的 置换 租 成 一 个 群 。 由 外 体 置换 所 租 
成 的 群 一 般 地 称 为 对 称 属 ,而 由 侦 伺 换 , 即 可 分 解 为 偶数 个 对 换 的 
语 换 ,所 钥 成 的 群 称 做 交 蔡 群 。 
现在 来 讨论 一 种 特殊 形式 的 置换 。 设 用 , 12，…, lt 是 前 nn 个 
数字 中 的 任意 xw 个 不 同 的 数字 。 假 设 我 们 的 秆 摸 由 将 厂 换 让 入， 
刀 换 成 如 等 -1 换 威 1 以 及 最 后 所 换 度 如 所 租 成 。 这 种 形式 的 
言 换 称 做 输 换 大 用 符号 (41, 如，…, 1) 表示 。 将 括号 内 的 数字 作 
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循环 个 换 , 我 们 就 得 到 

和 (ls, Ls， bry 1), (za， [A Dy i, 1a) 

等 输 换 ,显然 这 些 输 换 都 和 (0r， 和， …; 刀 ) 葵 出 同一 个 芭 换 。 和 如果 
”m 三 1, 即 我 们 有 轩 换 (1); 券 么 显然 地 这 个 输 换 与 单位 置换 等 价 ， 
因此 没有 考虑 的 价值 。 显 然 ,两 个 数字 的 输 换 (41, za) 与 元 素 刀 与 


如 的 对 换 等 价 。 i 
“假如 两 个 输 换 没 有 么 共 元 素 , 半 么 它们 的 乘积 与 因子 的 次 序 


例如 ,假设 n=5, 且 我 们 有 了 两 个 无 公共 元 素 的 轮换 的 滋 积 
(1, 3) (2， 4, 5) 和 (2, 二) 团 (1, 3)。 i 
显然 ,这 两 个 乘积 都 铬 出 同一 个 证 换 ; 
1， 2, 8, 4, 5 
; » (> ,4, 1, 3, 
我 们 可 以 将 任 一 个 置换 ede 
为 此 , 可 取 元 素 1 作为 输 痪 的 第 一 个 元 素 。 取 鞋 多 置换 卫 后 得 
的 元 素 作 为 翰 换 的 第 二 个 元 素 。 座 这 个 元 来 为 有 。 再 取 如 Ne 
， 也 所 得 的 元 素 作为 第 三 个 元 素 , 各 此 继 禹 下 二, 下 到 自卫 变 为 1 的 
元 素 为 目 。 这 个 将 是 组 成 坦 换 的 最 后 一 个 元 素 。 不 难看 出 ,这 个 
输 换 不 可 能 包含 粕 同 的 元 沫 。 这 样 粗 度 的 输 换 一 般 不 会 包含 % 个 
-元 来 的 允 体 。 从 剩 下 的 元 素 中 任 取 一 个 作为 新 的 葵 拘 的 第 一 个 元 
过 ,并且 和 上 面 一 样 租 成 第 二 个 输 换 ,等 等 。 
例如 , 当 n=6 时 , 取 置 换 
1, 2, 3, 4, 5, 6 
CB 
应 用 .上 面 的 汶 式 ,可 以 将 它 化 为 环 换 积 的 形式 


1, 2, 8; 4, 5, 6 
. = 4 
(8'0 4 1 925) 3, 60,5, 
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而 且 右 边 因 子 的 次 序 对 乘积 不 起 作用 。 
很 容易 看 册 , 两 个 对 换 的 乘积 可 以 化 成 三 元 翰 换 的 乘积 。 假 
如 两 个 二 元 输 换 没 有 径 共 元 素 , 那 么 ,不 难 克 证 ,我 们 有 : 
(Ls, La) (Va, a) = (1, ls, Ba) (i, ba, Ba), 
而 当 存 在 公共 元 素 时 ,有 
Ci, la) Ci, la) = (di, La, ls)o 
因此 ,交替 群 中 的 每 一 个 置换 都 可 化 为 三 元 轮换 乘积 的 形式 。 
再 指出 一 点 , 茬 换 的 第 一 行 ,可 用 数字 的 任何 次 序 来 代 硅 数字 
的 自然 次 序 。 重 要 的 只 是 , 在 每 一 个 数字 下 面 应 写 它 婚 置 换 后 所 
变 成 的 数字 。 我 们 取 园 一 个 置换 的 两 种 写法 作为 例子 : 
1, 2, 38, 4, 5、 /3,1,5,4,2 
(8 2, 5, 1, a 8, 4, 1, gs 
裔 有 某 一 个 诈 痪 
Q1y Cay QB yn 
Pen Bd 
显然 我 们 可 以 将 这 器 换 写 成 : , 
/bs be, bay 7 bn 
; 四 人 Gay G3 5 Wn ): 
设 有 两 个 竺 换 , 而 且 我 们 把 第 二 个 置换 写成 两 个 形式 : 


1, 2,... 2 ,Cn 
ne 0 i oy Gp Qa, a a 


”我 们 有 : ; 
Per 人 2， 本 es do ( dsy 
Ly 


因此 


G1) C2 pe On 1 2， 人 C1， Cay 6n 


C1，C3， On 并 人 “7y 
fi, fa, 人 fn 013 C2» *'*s Cn 


QPe-=( 
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(ff Ca， Rt 二 
fi, fo fa - 
从 上 上 面 的 写法 可 以 推出 下 述 规 则 : 为 了 得 到 区 换 QP8Q" ,只 
须 对 置换 
1， 2， * 
3 


的 两 行 ,同时 施行 去 换 @。 

86、 抽象 群 。 在 群 的 定义 中 , 我 们 可 以 完全 不 管 那些 全 体 成 
为 长 的 运算 的 具体 意义 (在 前 面 讨 芥 的 笠 中 ,这 些 运算 是 线性 变换 
和 证 换 ) 。 因 此 我 们 引 向 抽象 群 的 概念 。 

抽象 群 是 某 些 符 号 的 一 个 集合 ， 对 于 这 些 元 素 在 下 述 意义 下 
定义 了 乘法 : 答 定 一 个 规则 ,按照 这 个 规 旭 从 集合 中 的 两 个 元 典 了 
和 Q (〈 相 异 的 或 相同 的 ) 可 得 到 第 三 个 也 属于 这 个 集合 的 元 素 , 记 
为 QP。 情 法 必须 满足 下 述 三 个 条 件 : 

Tt， 有 线 法 必须 服从 猪 合 律 , 序 (RQ)P=R(QP) ,由 此 可 一 般 地 
推出 :在 任 一 个 乘积 中 ,可 任意 灶 合 其 中 的 元 素 , 当 然 , 因 子 的 次 序 

不 能 改变 。 
2， 在 我 们 的 集合 中 必须 存在 唯一 的 元 素 也, .用 它 左 琵 或 右 
乘 任 一 个 元 索 , 仍 与 这 个 元 素 相等, 序 
EP=PE=P,。 (32) 
元 素 妃 称 做 单位 元 素 。 
3. 对 集合 中 和 任 一 个 元 素 己 , 存在 集合 中 的 另 一 个 元 素 Q, 满 


A 


性 
克 


程 


足 
QP~PQ=E (Q=P™)。 (88) 
当 卫 = 五 时 ,从 (382) 得 出 五 五 = 五, 即 , 根 据 逆 元 染 的 定义 , 吾 
的 诞 元 来 将 是 卫 自 己 (B ?= 也)。 


可 以 用 较 狭 的 形式 来 提出 定义 抽象 群 的 条 件 , 而 将 其 他 的 条 
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件 作 为 这 些 条 件 的 必然 的 推论 ; 但 是 我 们 不 准备 讨论 这 个 。 我 们 
只 一 般 地 讨论 和 抽象 群 的 概 含有 关 的 几 个 简单 而 重要 的 事 淆 。 群 
论 的 较 详 尽 研究 , 本 身 可 以 成 为 一 整 本 书 。 我 们 的 自 的 只 是 告诉 
读者 一 些 基 本 松 念 , 使 之 有 助 于 并 茂 那 些 常常 应 用 群 的 概念 与 群 
的 基本 性 质 的 物理 书籍 。 以 后 我 们 有 时 写 工 来 代替 妈 。 由 关系 式 
(88) 所 决定 的 元 素 Q 称 为 了 的 逆 元 素 并 用 P-! 来 表示 。 显 然 , 关 
系 式 (28) 成 立 ,因为 从 (33) 可 推出 卫 是 Q@ 的 迁 元 索 。 

建立 了 抽象 群 的 概念 以 后 ,我 们 现在 来 说 明 菜 些 新 的 概念 , 同 

来 十 明 一 些 抽 象 群 的 性 质 。 首 先 我 们 谈 注 意 ,就 象 前 面 一 样 , 群 
Re 也 可 以 是 无 限 的 。 我 们 来 沽 察 汶 中 元 来 
的 一 个 莱 积 

RQP, 

这 也 是 群 中 的 一 个 元 素 。 它 的 闻 元 素 可 以 跟着 弹性 变 柳 笠 中 

得 出 逆 元 素 的 那 种 方法 得 到 , 即 
(RQP)-1=P"1Q71 R11, - 

这 个 很 容易 用 乘法 和 精 合 律 来 验 明 。 傅 卫 是 群 中 的 某 一 个 

元 素 。 它 的 正 整 数 富 
P=I1, P, P’, 
也 和 都 是 群 中 的 元 素 。 假 如 存在 正 整数 省 使 得 P"= 了 , 闭 么 就 说 这 
个 元 素 是 有 限 阶 的 ,而 且 使 得 P*= 了 成 立 的 最 小 的 正 整数 % 称 做 
这 个 元 素 的 阶 。 在 这 种 情形 之 下 ,元 素 
7 PP, £2 “oy Pm-1 

之 中 已 不 可 能 有 相同 的 。 实 际 上 , 从 条 件 Pr= Pr'(%<) 交接 得 岂 
Pm* 一 了 。 显然 ,在 有 限 群 中 所 有 的 元 来 都 是 有 限 阶 的 。 

用 卫 。 尝 未 我 们 群 中 的 元 素 。 假 如 群 是 有 限 的 , 痢 么 可 以 认为 
指标 4 取 过 有 限 的 正 整 数值 。 假如 群 是 无 限 的 , 那么 它 可 以 取 过 
所 有 的 整 值 [58] ,可 速 标 变 , 甚 且 可 以 和 有 好 几 个 过 续 变 指标 的 元 
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垃 集 合 等 势 。 设 口 是 我 们 群 中 某 一 个 固定 的 元 素 。 组 成 所 有 可 能 
莱 积 UP。。 不 难看 出 , 当 指 标 4 改变 时 , 所 写 的 莱 积 一 次 大 且 

只 是 一 次 地 狂 册 了 群 中 所 有 的 元 素 。 

事实 上 , 淳 有 等 式 

UP,.=UP,, 

则 以 口 姜 左 乘 于 上 会 得 双 Po,=Po,, 邹 对 不 同 的 a 彝 积 UPs 也 
不 相同 。 现在 证 明 我 们 群 中 的 任 一 元 率 都 是 这 种 乘积 。 事 灾 上 ， 
等 式 P 一 了 Po, 就 等 于 Ps=U-1.P。,, 即 当 所 生 的 因子 Ps 是 群 中 
元 素 0 Pe 时 , 芝 积 ITP。 就 给 出 元 素 Ps 。 如 果 把 固定 的 元 素 
T 不 写 在 左边 而 写 在 右边 我 们 也 得 到 同样 的 糙 困 。 于 是 我 们 有 下 
面 的 烙 果 。 如 果 Ps 通过 群 中 所 有 的 元 素 而 且 UV 是 群 中 基 一 个 辕 
完 元 素 , 妈 乘积 UP。 (或 Pa0) 也 通过 群 中 所 有 的 元 过 ,而 且 只 通 

我 们 来 看 群 的 一 个 特别 的 例子 。 裔 群 由 太 个 元 这 组 成 ( 太 阶 
群 )， 以 下 面 的 字 = 母 表示 它 的 元 索 : 

E, 4 了 OO， 了) 万 。 

我 们 以 下 面 的 表 来 定义 乘法 规则 : 

HABO 


YY 


(34) 


NOQYwWANI| 
SUQHEN 
WOQOUNEE 
QANNOUN 
WNHONA 
图 久生 QQ 
YUNAQN 


我 们 以 下 面 的 方式 利用 这 个 乘法 胡来 决定 乘积 。 例 如 我 们 要 
找 乘积 DB, 我 们 就 在 第 一 行 找 出 8, 在 第 一 列 找 出 了 并 在 对 应 
的 行 和 列 的 相交 处 找到 元 素 4， 这 就 是 乘积 卫 B。 不 难 相信 ,在 这 
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情形 下 , 以 前 用 来 定义 抽象 群 的 所 有 条 件 都 能 满足 , 而 且 元 素 瑟 
就 是 单 位 元 莹 
在 前 面 儿 节 中 ; 我 们 有 过 一 些 体现 群 的 抽象 概念 的 例子 。 一 
-种 情形 是 把 线性 变换 ( 它 的 矩 陈 ) 作为 元 素 , 两 个 元 案 的 相生 就 是 
相继 施行 两 个 线性 变换 , 也 就 是 使 这 两 个 变换 的 对 应 矩阵 相 本 。 
另 一 种 情形 是 把 置换 作为 元 素 , 而 两 个 元 素 的 相 乘 就 是 接 圳 作 两 
次 转换 。 我 们 还 要 引 一 个 群 的 具体 实现 的 例子 。 

全 所 有 的 复数 是 群 的 元 素 , 两 个 元 素 的 相生 就 是 对 应 复数 的 
相 加 。 在 这 种 情形 下 数 雳 就 是 单位 元 素 。 复 数 w 的 送 元 素 就 是 数 
(一 @) , 我 们 也 可 以 取 所 有 vr- 约 复 空间 的 矢量 %(w1, wa; …， on) 
为 元 素 , 序 定义 元 素 的 相 乘 就 是 对 应 矢量 的 相 加 。 这 时 零 矢 量 就 
是 单位 元 素 。 换 一 种 说 法 ,就 是 , B, 中 的 矢量 是 群 的 元 过 ,而 矢量 
的 加 法 就 是 群 的 运算 。 注意 在 刚才 的 两 个 例子 中 , 群 的 两 个 元 灌 
的 全 积 不 依赖 于 相 驰 的 次 序 , 邹 所 谓 群 中 任意 两 个 元 来 是 可 交换 
的 ,这 种 群 称 为 阿 倍 尔 群 [45] 。 最 简单 的 阿 倍 尔 群 的 例子 是 所 表 
巡回 群 , 它 由 单位 元 素 加 和 某 一 元 素 乙 的 方 寒 所 和 组成。 如 果 m 
人 使 得 P"= 卫 , 旭 近 回 群 包含 m 个 元 案 ; 加, 了 ， 

2 P4-4 如 果 这 样 的 加 不 存在 ， 则 巡回 群 就 是 无 限 的 : 妈 ， 
Pp, 

57. 子 群 ”有 某 一 个 群 G, 识 集 合 五 只 包含 G 群 元 党 的 一 
部 分 ,而 且 在 原来 的 乘法 运算 下 成 为 一 个 群 。 在 这 情形 下 妊 互 称 
为 群 G 的 子 属 。 不 难看 出 , 仅 由 G 群 的 单位 元 素 所 粗 成 的 集合 永 
远 是 一 个 子 群 。 这 种 咱 做 显然 子 群 ， 以 后 在 属 到 子 群 时 自然 不 是 
指 这 种 显然 子 群 。 

把 子 群 五 的 元 素 训 为 瑟 。, 会 人 9 为 G 群 中 不 属于 克 的 一 个 
元 来 。 在 上 面 我 们 已 看 到 , 乘积 G5 瑟 。 狂 出 G 中 不 同 的 元 素 , 而 
县 这 些 元 素 都 不 属于 五 。 因 为 假如 我 们 有 指标 “的 两 个 值 中 和 
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oa 使 GG 有,= 囊 。,, 于 是 的 = 万。 也 ma 即 6 必须 属于 瓦 , 就 与 
假 巩 的 条 仁 了 矛盾 。 现 在 二 9，Gs 是 群 人 H 中 两 个 不 同 的 元 来 ,而 且 
此 们 都 不 展 于 子 群 耳 。 我 们 放 明 ,元 素 的 集合 G1 HH。 和 Ga 五。 要 
就 没有 共同 的 元 素 , 不 然 它 们 就 互相 重合 , 印 都 由 同样 的 元 素 组 
成 。 事 实 上 , 如果 当 指标 w 在 取 某 些 值 时 我 们 有 Gs 及。,=Gi 五 
则 有 Ga= 6 五 .五 工 = 人 5 五 。， 即 Gs 属于 元 素 % 卫 组 戊 的 集 
合 , 园 样 6 属于 元 素 Gs 五。 组 成 的 集合 。 由 吡 推出 乘积 Ga 五。 和 
Ga 五。 决定 相同 的 元 素 集合 。 
取 子 群 也 中 所 有 的 元 素 及 。。 它们 还 不 是 所 有 G 的 元 索 。 现 
在 看 蘑 一 个 不 属于 互 的 元 素 9，, 做 出 所 有 可 能 的 乘积 .G; 末 。， 由 
前 面 可 以 和 看 出 所 有 这 些 元 素 都 与 五 。 不 同 。 机 
可 能 元 素 五 。 及 Gi 五 。 还 不 组 成 G。 就 到 某 一 个 饶 不 局 王 
五 一 类 ;也 不 属于 .G4 互 。 类 的 元 素 Ga 然后 做 出 所 有 训 能 的 乘积 
Ga 吾 。。 由 上 面 看 出 ; 元 素 Ga 及。 与 所 有 的 五 及 万 都 不 同 。 
如 果 元 素 五 w G4 吾 -，Gs 瓦 。 还 不 粗 成 G, 则 再 了 芭 某 一 元 素 Gs, 它 
不 必 于 上 壕 三 个 集合 ,然后 组 成 所 有 的 到 积 Gs 恕 。, 于 是 我 们 就 得 
到 从 的 新 的 元 至 ， 妇 此 一 直 做 下 去 。 我 们 息 叶 只 绝 过 有 限 个 这 种 
步 骂 就 得 到 了 所 有 避 的 元 素 。 可 识 需 要 取 《m 一 了 个 元 娄 .Gw 才能 
达到 这 种 情形 。 在 这 情形 下 所 有 G 群 的 元 来 都 可 以 表 作 下 面 的 
形式 : 
H,, Gi Ha, Ga Hs, *…, Gn_1 H, (85) 
其 中 指 浆 & 通过 对 应 于 子 妊 互 的 所 有 的 值 。 如 果 令 ao 为 任意 定 
值 ， 发 的 = Gr 五 。， 则 如 前 所 见 ， 元素 咒 互 。 的 集合 , 将 与 元 案 
Gi 及。 的 集合 重合 。 换 名 话说 , 在 每 个 集合 Gs 囊 .(Go 一 外) 里 , 集 
合 中 的 任意 元 素 都 可 以 作 G7; 的 代表 。 于 是 立刻 推出 ,在 给 定子 
群 卫 ,后 , 如 (35) 形式 的 .G 群 元 素 的 划分 就 完全 确定 了 。 和 集合 
"G4 五 。 称 为 对 于 子 洗 瑟 s. 的 共 辐 沫 合 。 
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在 (85) 所 关卡 的 情形 中 , 子 群 瑟 称 为 有 限 指 数 的 子 群 ,其 指 
数 为 m 。 如 果 G 是 有 限 群 , 则 显然 子 妊 互 的 指数 就 等 于 以 五 的 
阶 除 G 的 阶 所 得 的 商 , 而 有 限 群 所 包含 元 素 的 个 数 就 改称 为 有 限 
洛 的 阶 。 注 意 在 (85) 的 集合 中 ,只 有 第 一 个 是 子 群 。 其 他 每 一 个 
6 互 。 都 不 包含 单位 元 素 ; 因而 就 不 是 子 群 。 

在 构成 (385) 时 ,我 们 在 子 群 五 的 元 素 互 。 的 左边 溢 上 G 的 元 
素 Gx 。 我 们 也 可 以 从 右边 来 滋 。 引 进 另 一 6 代替 Ge, 我 们 可 以 
用 同样 的 方法 得 出 G 群 元 素 的 表示 : 

H,, HaG1, HaGs, *…, 五。G 1 (86) 
而 有 我 们 要 证 明 , 子 群 的 指数 mm 是 不 变 的 有 时 我 们 称 元 环 G4 五 。 
沟 集 合 为 左 共 赔 集 合 ,而 称 瑟 。 G4 为 右 共 元 集合。 

首先 注意 , 如 果 “通过 所 有 对 应 于 子 群 如 的 值 , 则 元 素 及 吉 
就 狂 岂 五 的 所 有 元 素 。 这 可 从 五 中 某 元 未 的 适 元 素 也 属于 五 
这 一 事实 直接 推出 。 现 在 就 来 证 明 左 右 共 辊 集合 的 指数 相等 。 在 
(85) 中 任 取 两 个 不 同 的 第 合 Gy 互 。 和 Gu 五 。(2 关 9) 。 对 (3 四 的 
第 一 个 可 以 认为 是 @ 一 瑟 。 取 泛 元 素 : 

(Gy Hoa) i= Ha!G35lR(G, Hs) =.Ha! G31, 
用 上 直面 所 提 的 附注 , 我 们 可 以 把 这 些 元 素 和 集合 重 写 为 了 G51 及 
五。Gz 的 形式 。 不 难 涯 出, 它们 没有 共同 的 元 素 。 因 为 如 果 我 们 
有 、 

Ho, G31= Ha, Qa, 
划 推 由 6GzaGo 一 五 寻 五 一 五 或 Gs 一 0 
就 是 说 9v 就 要 属于 集合 Go 吾 。, 而 这 是 不 可 能 的 。 于 是 集合 
五 。 HaGi!', HaGa', …， HaGat 

就 是 右 共 应 集合 ,所 以 在 (86) 中 可 以 简单 地 取 只 =Grt。 

我 们 来 看 几 个 子 属 的 例子 。 分 G 为 三 个 变数 的 实 正 交 变换 集 
合 ,而 五 是 行列 式 为 + 的 三 个 变数 的 实 正 交 变换 集合 。 每 个 实 
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正 交 变换 或 者 是 转动 , 印 属于 互 , 或 者 是 一 个 球 动 乘 上 一 个 对 于 
原点 的 对 称 变换 , 它 可 以 用 下 面 的 式 子 来 表示 : 


好 一 一 0 Y=—Yy; 2 一 一 2。 (9) (37) 
在 这 情形 下 G 就 表 戊 下 面 的 形式 :. 
五 。 SH (38) 
或 
Ha, HaS, (39) 
其 中 , 五。 指 及 群 所 有 元 来 的 集合 。 在 这 情形 下 卫 。 是 指数 为 2 
的 子 群 。 5 


令 G 为 由 % 个 元 素 的 是 模 所 组 成 的 对 称 妓 , 瑟 为 由 所 有 偶合 
换 所 租 成 的 交替 群 。 再 令 8 为 任 一 固定 的 奇 置 换 , 例如 由 一 个 输 
换 以 , 2) 所 组成 的 置 次 , 即 元 素 工 筷 的 对 换 。 显 然 我 们 可 以 把 
G 吉成 (38) 或 (839) 的 形式 。 乘 在 左边 和 右边 的 两 种 情形 竹 出 同一 
浩 果 。 

在 这 个 情形 下 ,交替 群 为 对 称 群 的 一 个 指数 为 2 的 子 群 。 

再 来 时 苍 前 面 已 经 讲 到 过 的 正八 面体 的 有 限 稀 。 避 4 是 八 面 
体 的 某 一 个 顶点 而 ? 是 通过 这 个 顶点 的 一 个 轴 。 衣 8o, S1, Sz, Ss 
为 以 角度 0, 扫 ， x 和 号 4 困 线 此 轴 的 斩 动 。 这 四 个 转动 组 成 八 
面体 的 畦 动 群 的 一 个 子 群 。 用 四 =1, 2, 3, 4, 有 者 示 将 页 点 
4 变 为 作 面 体 的 其 他 五 个 顶点 的 转动 , 我 们 可 以 把 整个 人 面体 阁 
写成 下 面 的 畦 构 : “ 

Be, Ps Sa, Ta Sa, Ta Sa Ty Sa, TsSos 

这 里 子 入 5 是 一 个 指数 为 6 的 子 群 。 

会 ,G71(s==1, 2，…, 及 为 车 G 中 任意 一 些 元 素 。 洪 虚 由 
所 有 9 中 可 以 玫 为 G， G51(s 一 4, 2 …, 及 的 蓉 积 的 元 素 的 集合 。 

显然 ,这 个 集合 组 底 一 个 群 ,这 个 群 是 G 的 一 个 子 群 或 者 就 是 
9。 
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我 们 属 , 这 个 子 群 由 所 与 元 素 G,, Gs1《s=1, 2，… 从 的 集合 


58. 类 和 正规 子 群 ”家 UU 和 六 是 群 中 的 基 两 个 元 素 。 元 妾 
WW=VUV" 称 做 了 的 共 屯 元 素 。 不 难看 出 , 0 也 将 是 下 的 共 乾 
元 规 。 因 为 ,=T! 了 本 站。 两 个 元 素 Ui 和 Us 如果 痢 和 同一 个 元 
素 矿 共 帕 : | 

Ui=V .Wril; Us=Va WYs!, 
那么 ,它们 将 是 相互 共 塌 的 : 
1 173=7 LDPE 

所 有 相互 共 就 的 元 素 的 集合 组 成 所 彰 群 的 类 。 一 个 类 被 任意 
一 个 元 素 六 所 完 人 决定。 事实 上 ,和 给 了 了 我们 根据 公式 GsUG51 
可 得 到 整个 类 , 此 处 Gu 通过 和 群 的 全 体 元 素 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 整 
个 群 分 成 一 些 类 。 应 用 我 们 在 [56] 中 所 撤 述 的 单位 元 索 的 基本 性 、 
质 , 我们 有 : 

Gu IGz!=J1, 
这 就 是 说 ,单位 元 素 本 身 组 成 一 个 类 。 

假如 元 素 0 的 阶 是 m, 即 假 如 mw 是 最 小 的 正 整 数 使 得 Im = 
= 了 , 那么 所 有 的 共 斩 元素 Ga。UGa' 也 都 有 相同 的 阶 xr, 这 一 事实 
可 由 下 列 等 式 直接 推出 ; 

(GUITGII)m 一 GeUmGzl 一 

印 , 在 同一 个 类 中 的 元 素 都 有 相 同 的 阶 。 

注意 , 当 G6 到 过 群 G 中 所 有 的 元 素 时 ,乘积 GTGal 可 能 不 
止 一 次 地 和 粹 出 类 中 的 元 素 。 例 如 , 假如 过 = 了 并 那么 上 壕 梁 积 永远 
是 工 

我 们 仍旧 取 入 面体 的 焉 动 群 作为 例子 。 合 U 为 以 角 许字 图 
嫉 信 面体 的 基 一 个 轴 4, 4, 的 转动 。 如 果 信 面 群 中 的 一 个 竺 芭 Ty 
将 轴 7 变 为 五 而 且 将 顶点 4 变 为 4,,， 4, 变 为 4,, 闭 么 , 群 元 素 
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T0271 将 是 以 角度 村 国 绸 44. 辐 的 闲 动 。 例 如 , 如 果 罗 将 
Ah, 变 为 4 卫 和 所 进 各 和 是 一 个 轴 由 4,, 人 角度 为 号 的 转 


动 ,也 就 是 一 个 图 弹 4, 4 坤 ,角度 为 3 的 转动 。 假 如 由 保持 


4 44 不 变 , 邹 Tr 轿 烧 此 轴 而 赫 动 ， 路 么 到 积 TnUT5! 与 0U 重合 
在 这 个 情形 下 ,类 中 的 与 口 共 二 的 元 素 是 所 有 图 炒作 面 体 的 堤 ， 角 
度 为 到 的 转动 的 集合 。 

相同 地 , 如 果 我 们 看 三 厅 空 间 线 原点 的 转动 铬 , 我 们 知道 , 群 
中 每 一 个 元 素 0 部 是 秒 某 一 根 轴 转 角度 9 的 转动 。 在 这 个 情况 
下 ,与 厅 共 元 的 元 素 的 集合 就 是 所 有 的 简 一 切 可 能 的 通过 原点 的 
加 转角 度 9 的 转动 的 集合 。 

和 类 的 概念 紧密 速 系 着 的 有 另 一 个 重要 的 概念 , 印 我 们 就 将 
讨论 的 正规 子 群 的 网 念 。 设 8 是 某 一 个 群 而 五 是 它 的 一 个 子 群 。 
今 Gi 是 群 8 中 基 一 个 园 定 的 元 素 。 考 虑 所 有 乘积 

GHeGr! 、 (40) 
的 集合 ,这 里 我 们 用 瑟 。 来 去 示 子 群 中 可 变 的 元 素 , 序 了 Hs 取 通 子 
铬 五 中 所 有 的 元 素 。 不 难看 出 ,乘积 (40) 也 组 成 一 个 子 群 。 事 实 
上 , 例如 取 集 合 (40) 中 的 两 个 元 素 的 地 积 , 狮 么 它 也 属于 这 个 集 
合 : 

(G1 H,, G71) (Gs Hoa, G3!) 一 6 Ha, Ha Gi!= G1 五 Gil 
同样 地 , 群 的 其 他 条 件 也 都 满足 。 

子 群 (40) 称 做 五 的 相似 子 群 , 工 且 如 果 Gx 属于 子 群 芽 , 那 
么 子 入 (40) 也 由 有 的 元 素 所 组 成 , 丽 且 不 难 着 出 , 它 就 和 五 重合 。 

在 这 个 情形 下 , 子 群 瑟 中 的 元 素 互 。。 都 可 根据 公式 (40) 而 得 
济 , 只 要 我 们 取 | 
Hoa-0G11H,, Gs 
假如 元 素 Gx 不 属于 子 妊 互 , 那么 子 群 (40) 可 能 和 子 群 及 不 
一 样 。 - 
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如 果 对 于 群 G 中 任意 的 元 过 Ga, 子 群 (40) 都 和 五 重合 , 王 
么 子 群 五 就 时 做 群 G 的 正规 子 群 。 我 们 以 后 将 引进 一 些 正 规 子 
车 的 例子 ,现在 先 来 设 明 几 个 与 正规 子 群 有 关 的 新 服 念 。 
假 巩 互 是 铬 G 的 一 个 正规 子 群 。 为 了 书 殷 方便 起 见 我 们 候 
害 这 个 子 群 的 指数 是 m。 在 这 个 情形 , 群 9 的 僵 体 元 过 可 写 成 : 
Ha, Gi Ha, Ga Hea, Gd Hea, (41): 
这 里 的 Hx 和 在 其 他 地 方 一 样 是 子 烙 五 的 变 元 来 。 
五 既然 是 正规 子 芸 , 那么 元 素 Gi 了 Hs。G51 的 集合 与 元 素 H。 
的 集合 重合 , 邹 元 素 Gr 互 。 的 集合 与 元 瓦 。 Gy 的 集合 重合 
因此 ,如 果 五 是 正规 子 税 , 莉 么 将 群 中 元 来 按照 公式 (1) 分 
为 共 示 集 合 的 分 法 与 按照 下 人 述 方式 
Ha, Ho On， Hs Ga, Go (42) 
oie 
车 之 ,在 这 种 情形 下 ， 右 并 本 集合 和 左 其 相信 合拍 重 。 
了 如 开 。 是 正规 子 狼 中 某 一 个 元 素 , 那么 对 于 G# 中 任 一 个 
Go, 元 素 Go 瓦 。G51 仍 属于 这 个 正规 子 铬 , 即 , 假 如 基 一 个 元 索 属 
于 一 个 正规 子 铬 ,那么 整个 的 该 元 素 在 基 千 G 中 所 尼 的 一 类 都 属 
于 这 个 正规 子 群 , 反 过 来, 我 们 不 难 证 明 , 假如 基 一 个 子 洛 有 那个 
性 质 , 印 ， 当 它 包含 某 一 个 元 素 时 , 它 也 包含 整个 的 蔷 元 过 在 趣 八 
G 中 所 属 的 一 类 ,那么 这 样 的 群 是 一 个 正规 子 群 。 
现在 我 们 来 讨论 (41) 或 (42) 中 的 烘 否 控 合 , 此 处 元 素 五 ;组 
成 正规 子 群 。 湛 虚 基 一 个 共 蛇 集合 的 元 素 Gy Te 和 上 二 集合 的 元 
素 GHw 的 缚 积 G4 Ts Gs Hz。 


和 或 们 可 马 把 这 些 瑟 积 的 集合 写成 下 烈 形式 。 
16 (HH «Gr) Hoe, 
Gi Gr 已 & Ho o 


元 素 于。 和 Hw 包含 在 正规 子 群 五 中 ,因此 它们 的 乘积 也 在 
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五 中。 因此 ,我 们 可 以 把 上 述 的 乘积 写 为 : 
GG Gy H Co 

所 有 这 样 的 元 素 都 在 同一 个 共 划 策 合 , 朗 包 售 元 素 如 Cr 的 
集合 中 。 也 很 容易 看 出 , 这 个 共 更 和 集合 中 的 所 有 的 元 素 都 可 以 这 
样 得 到 。 换 各 话说 , 如 果子 群 是 正规 的 , 那么 ,一 个 共 顽 集合 和 另 
一 个 共 乾 集合 相生 所 欠 出 的 也 是 一 个 共 塌 和 集合。 我 们 把 每 个 共 乾 
傈 合 看 作 某 一 种 新 的 元 素 , 而 且 把 吉 (41) , (38) 中 的 第 一 个 共 昂 集 
合作 为 单位 元 素 。. 上 迟 关 于 共 塌 和 集合 相 乘 的 烙 果 烙 我 们 一 个 新 元 
素 相 胰 的 规则 ,而 且 这 个 乘法 规则 满足 群 的 所 有 条 件 ( 这 是 容易 看 
出 的 ,我 们 留 锥 读者 去 验算 ) ,这 就 是 说 ,我 们 所 引进 的 新 的 元 过 在 
所 指出 的 乘法 规则 下 租 成 一 个 悔 ,在 这 个 群 中 , 殖 中 第 一 个 共 罗 集 
合 是 单位 元 素 。 这 个 新 的 群 ; 它 的 阶 等 于 正规 子 群 五 的 指数 , 称 
为 互 的 补 群 或 者 商 群 。 . 

每 一 个 群 G 都 有 两 个 显然 的 正规 子 群 :一 个 由 单个 单位 元 素 
组 成 , 另 一 个 与 整个 群 重合 。 

在 以 后 我 们 说 到 正规 子 群 时 , 将 认为 它 不 吓 上 面 所 提 到 的 两 
个 显然 正规 子 群 。 有 时 可 能 一 个 群 没有 一 个 正规 予 群 。 

这 样 的 群 叫做 单纯 群 。 

59， 例 1， 考 虑 三 兴 符 回 的 实 正 次 变换 群 G。 华 并 为 运动 的 子 群 , 即行 列 式 为 
(十 了 的 正 交谈 换 的 集合 。 再 令 8 为 由 公式 (87) 所 类 定 的 关于 原点 的 对 称 变换 。 例 如 
Zh 是 并 中 的 变 元 洪 , 那 么 整个 群 'G 可 以 与 成 下 壕 方 式 : 

Ha, SHa 或 Ha, HaS o (43) 
假如 丘 基 6 中 的 任意 一 个 变换 ,那么 GLHaG7! 的 行列 式 是 (二 1) 即 G1H4Gi! 
属于 五 而 五 是 指数 为 2 的 正规 子 群 。 江 处 五 的 商 群 。 (49) 申 的 第 一 个 集合 翘 成 这 
个 群 的 单位 元 素 。 第 一 个 集合 中 两 个 光 素 的 溢 积 ,部 两 个 行列 式 为 《一 实 的 正 严 变换 
的 乘积 ,是 行列 式 为 (十 了 的 正 交 变换 ,属于 第 一 个 集合 。 例 如 左 是 对 应 于 第 二 个 集合 
的 元 滞 , 那 么 就 有 玉 : 一 卫 。 因 此 , 五 的 商人 由 两 个 元 素 石和 下 粗 成 , 且 五?= 马 , 这 就 
是 现 , 这 是 一 个 二 阶 巡 回 群 。 对 于 指数 为 2 的 正规 子 群 ,这 -事实 普 远 成 立 。 
32、 对 于 甘 换 的 对 称 群 , 资 蔡 群 为 指数 为 2 的 正规 子 群 。 “ 
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号 下 三 个 元 泽 的 对 称 群 的 元 素 , 并 应 用 [5 结 中 的 过 示 , 答 每 一 个 元 琵 一 个 符号 : 
H; 4A=(2, 3); B= (1, 2); C=(1, 8); D=(1, 3, 2); 万 = (1, 2, 3)。 
出 置换 五 , 了 和 了 所 租 成 的 交管 群 是 一 个 三 阶 迷 回 群 , (7==D? 和 也 一 72) 闪 县 D3= 
二 了 8 二 加。 整个 对 称 群 由 三 个 类 所 租 成 : IB; 开 4,B 和 C; LIID 和 了 。 
交 营 群 也 由 三 个 类 所 粗 成 : ;IID; IITF。 不 难 舱 算 ， 这 个 对 称 群 中 元 业 相 对 
的 规则 和 [56] 中 尖 (34) 所 规定 的 一 样 。 
当 %=4 时 ,次 等 群 包含 12 个 元 到 ,它们 牙 成 四 个 类 : 
IB; IT4= (1, 2) (8,.4); 4a= (1, 8) (2, 4); As= (1, 4) (2, 9) 
_ IIIB= (1,2,3); Ba=(2,1,4); B3=(3,4,1); Bi= (4, 8, 2); 
IVO= (1,2,4); Co= (2, 1, 3); C3= {3, 4, 2); Cs= (4, 8, 1)o 
第 二 个 类 包含 三 个 二 阶 元 瑟 , 面 第 三 和 第 四 个 类 包含 四 个 三 阶 元 来 。 水 难 赂 算 ， 
第 二 个 类 中 两 不 元 引 积 仍 是 第 二 个 类 中 的 元 迪 , 并 且 因为 所 有 的 二 阶 元 束 孝 在 答 
二 个 类 市, 我 们 可 以 断定 : 这 三 个 元 来 加 上 单位 元 来 福成 这 个 交 浆 洛 的 一 个 正规 子 冬 。 
这 个 子 群 的 阶 是 4, 而 宪 的 指数 是 3。 很 容易 看 出 , 第 三 个 集合 由 的 光束 Bi 是 这 个 正 
硕 子 群 的 而 一 个 共 齐 集合 中 的 元 至 ， 而 元 素 Ci 在 男 一 个 兴 井 集合 中 。 共 次 不 难于 出 ， 
第 三 类 中 两 个 元 屿 的 沫 积 是 第 四 个 类 中 的 一 个 元 素 , 而 第 四 个 类 中 两 个 元 水 的 梁 积 是 
第 三 个 类 中 的 一 个 元 歌 。 在 商 夕 中 , 这 个 正规 子 箭 对 友子 单位 元 号 。 识 4 和 BB 是 
高 赂 的 另 两 个 元 吉 。 我 们 可 以 由 上 耐 所 恕 的 事实 直接 推 出 ; 42= 卫 和 32= 4， 井 且 最 
然 商 群 是 由 元 洪 ,4 和 4 所 租 成 并 且 4 一 瑟 是 一 个 三 阶 近 回 群 
注意 ,原来 的 交 葵 群 中 的 元 张 瑟 ; (1, 2, 3) 和 (2， 1, 9) 壮 成 一 个 三 阶 罗 回 子 祥 ， 但 
是 这 个 子 群 不 是 正规 的 。 
例如 我 们 以 任何 一 种 次 序 将 四 面体 的 项 点 弓 号 , 那么 很 罕 易 直接 检验 ， 上 面 所 葡 
的 A 二 4 时 的 交管 寿 对 应 于 那些 将 四 厅 体 变 为 和 已 的 铺 芭 。 ee 点 ， 
的 变化 。 第 三 个 类 中 的 甘 换 对 应 于 以 角 诬 图 锁 中 面体 的 一 个 部 的 一 个 转动 , 而 
图 和 绕 同 一 个 辅 久 同一 个 角度 的 相反 方向 的 转动 则 是 第 四 个 类 中 的 一 个 蔷 换 。 人 
类 中 的 置换 是 四 面体 的 这 样 一 些 变换 :在 这 些 变 换 下 ,没有 一 个 顶点 保持 不 变 。 
可 以 证 明 , 当 1%>4 时 ,次 管 辞 是 一 个 单 福 矢 。 
3. 假如 有 一 个 阿 倍 尔 群 G 和 宅 的 任 一 个 子 征 耳 , 那么 对 子 任意 选择 的 瑟 忠 的 元 
汇 H。 和 6 让 的 G4, 都 有 人 了 saG1, 好 G1HaG7! 一 Hea, 出 此 可 以 直接 相册 ,五 
是 正规 子 妊 ,这 就 是 发 , 阿 倍 尔 群 的 任 一 个 子 群 都 是 正规 的 。 作 为 一 个 例子 ;我 们 来 计 
论 Rs 中 矢量 的 加 法 群 G， 关于 BR 我 们 在 [49] 已 权 对 座 过 。 
我 例 取 属于 了, 的 某 一 个 子 空间 Frxz(0< 2 一 站 的 矢量 作为 子 辞 瑟 。 兴 志 集 台 出 加 
中 某 一 个 矢 副 x 于 子 符 闻 Lk 中 的 矢量 而 得 到 。 
优 如 % 属 子 Lk, 那么 共 地 集合 与 子 洗 五 重 合 。 在 不 芭 xG, xz， 200， 在 
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客 的 租 补 子 空 间 划 ox 中 取 某 而 所 基 x+D，…， xD0。 由 于 前 面 所 讲 过 的 原因 ， 每 一 
全 元 束 的 兴 地 佬 人 台 由 矢量 

-CU2DD 填 eaxG) 十 十 cF2LBD 二 ckeLXEHD) 二 二 entx(m) 
所 各 成 ,这 里 cp+1，…，, cn 有 固定 的 值 ,而 cl 62，… ,cx 可 以 取 任 意 的 值 s 

因此 ,我 们 可 以 将 每 一 个 兴 电 集 合 与 34- 让 的 一 个 确定 舌 世 相对 应 ,反之 ,fn-k 
中 的 每 一 个 矢量 都 对 应 于 一 个 确定 的 共 塌 集合 。 任 两 个 共 乾 集合 中 两 个 矢量 的 相 烛 
对 应 于 与 这 两 个 集合 对 应 的 Mn-z 中 的 矢 悬 的 相 加 。 欣 句 话 设 , 补 群 的 元 尝 可 以 认为 
是 了 zn-f 中 的 矢量 ,运算 就 是 原来 的 群 的 运算 (矢量 的 加 法 )。 
在 这 个 例子 中 ,正规 子 群 五 的 阶 积 它 的 指数 都 是 无 穷 的 。 

60.， 群 的 同 构 和 准 同 构 “两 个 车 4 和 卫 称 做 是 同 构 的 ,如果 
在 它们 的 元 素 疾 可 以 建立 这 样 的 一 个 对 应 : 4 中 每 一 个 元 天 都 对 
应 于 万 中 一 个 确定 的 元 来 并 且 反 之 8B 中 每 一 个 元 素 都 对 应 于 4 
中 一 个 确定 的 元 素 (1 一 1 对 应 ) , 而 且 这 个 对 应 是 这 样 的 : 4 中 任 
两 个 元 素 的 乘积 对 应 于 了 3 中 对 应 元 走 的 乘积 。 假 如 4 和 了 是 同 
构 的 抽象 群 , 那么 它们 具有 完全 相同 的 构造 , 也 就 基 说 ,它们 在 本 
质 上 是 没有 什么 不 同 的 。 

现在 来 建立 一 个 新 的 概念 ,这 个 概念 是 群 的 同 钧 概念 的 推广 。 
群 卫 称 做 是 和 4 准 同 构 , 假如 4 中 每 一 个 元 素 对 应 于 中 一 个 
确定 的 元 素面 且 8 中 每 一 个 元 素 对 应 于 4 中 至 少 一 个 元 素 , 而 且 
这 个 对 应 是 这 样 的 : 4 中 两 个 元 素 的 乘积 对 应 于 B 中 对 应 元 素 的 
乘积 。 在 这 种 情形 , 所 不 同 于 群 的 同 袍 的 , 是 对 应 不 必 是 1 一 1 可 
逆 的 , 即 群 中 同一 个 元 素 可 以 对 应 于 群 和 4 中 菜刀 个 不 同 的 元 来 。 
假如 群 B 淮 同 构 于 群 4, 而 且 B 中 每 一 个 元 素 都 对 应 于 .4 中 一 个 
确定 的 元 素 , 闭 么 这 两 个 群 盘 将 是 同 构 的 。 上 由 外 , 我 们 可 看 由 ,如 
果 4 中 的 元 素 和 4 和 4s 对 应 于 8 中 的 元 素 Bl 和 Bs, 那么 ,根据 定 
义 , 4 中 的 元 素 4 41 对 应 于 B 中 的 元 素 Bs Bi。 

诬 4o 是 4 的 单位 元 素 而 Bo 是 它 在 B 中 的 对 应 元 素 。 不 难 
证 明 ，PBo 也 是 单位 元 素 。 事 实 上 ,对 于 4 中 任 一 4 都 有 等 式 

ho = 机 :4o= 4i， 


ja 
ho 
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由 由 引 则 中 对 应 元 索 的 等 式 : 
Bo Bi= Bi Bo= Bi， 

而 且 根据 准 同 构 的 定义 , Bi 可 以 认为 是 中 任意 的 元 素 。 最 后 一 
个 等 式 设 明 Bo 是 群 B 的 单位 元 素 。 因 下 , 在 同 构 和 准 同 构 群 中 ， 
4 的 单位 元 素 对 成 于 鱼 的 单位 元 素 。 现 在 取 4 的 两 个 互 淫 元 素 
A 和 Ai! 并 仿 .B; 和 忘 是 了 中 对 应 的 元 素 。 搂 照 准 同 构 群 的 定 
义 , 等 式 由 4i1= 4ia4i= 4o, 此 处 4o 是 单位 元 素 , 给 出 等 式 
B1 B= Ba Bi= Boy 此 处 Bo 根据 上 面 所 证 蚌 单 位 范 染 ， 因此 .Ba 一 
=.B11, 这 就 是 说 ， 4 中 的 互 省 元 素 对 应 于 .8B 中 的 互 送 元 素 。， 

假 贡 两 个 群 只 是 准 同 芍 而 非 同 构 。 我 们 求 讨 花 群 4 中 对 应 
于 卫 的 单位 元 至 Bo 的 元 业 Cu。 的 集合 。 假 如 04 对 应 于 Bo, 那么 
如 上 面 所 说 0zl 对 应 于 B51= Bo 并 且 每 一 个 篆 积 品 。 Oo 也 都 对 
应 于 BoBo 一 Bo, 这 就 是 说 ,4 中 对 应 于 B 的 单位 元 素 的 元 素 的 集 
滞 钥 成 群 并 的 一 个 子 粹 0。 

现在 来 说 明 这 个 子 群 是 正规 子 群 。 事 实 二 分 4 是 群 4 中 
任意 一 个 元 来 而 Bi 是 了 3 中 的 对 应 元 未。 每 一 个 形式 为 Ai0s 4 
的 元 素 对 应 于 卫 中 的 元 素 B1 BoBil, 或 者 , .由 于 单位 元 素 的 基本 
性 质 , 我 们 可 以 断定 , 每 一 个 形式 为 4 Cu 4i3 的 元 素 都 对 应 于 B 
的 单位 元 来 , 这 就 是 说 , 每 一 个 形式 为 410。 451 的 元 素 都 是 元 素 
Cu 中 的 一 个 , 印 , 它 属于 子 群 0, 因此 , 这 个 子 群 0 是 一 个 正规 子 
群 。 现 在 瀛 讨论 按照 。 

O04, A10s, As Oa … (44) 

而 将 天 和 4 分 为 上 共 晓 集合 的 分 法 。 

珊 Bs 是 对 应 于 hy 的 元 素 。 我 们 取 属于 同一 个 共 顽 集合 的 两 
个 元 迪 Az Ca 和 40Ou。 它们 对 应 于 元 素 Bs Bo 和 Bi Bo 部 对 谍 
于 了 中 的 间 一 个 元 素 Bx 。 

不 局 的 共 趣 货 合 中 的 元 素 Ai0s。 和 410。 对 应 于 元 素 Bs 和 
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Bi, 我 们 来 证 明 。 这 两 个 元 素 Br fn Bi 是 不 同 的 。 事实 上 ， 假如 
它们 是 相同 的 ,那么 元 素 4#7 4 就 涯 应 于 .B 中 的 单位 元 素 Bo, 这 
就 是 衣 , 元 来 451 4, 必须 是 元 素 O04 中 的 一 个 , 印 和:4 一 Co 亦 
妆 41=AsC6, 这 与 (44) 相 耶 盾 。 因 此 ,假如 群 准 同 构 于 法 A4> 
那么 , 4 中 对 成 于 3 中 的 单位 元 素 的 那些 元 志 的 集合 , 想 记 正规 


jz 


vr 


个 元 素 的 公 体 元 过 所 和 组成。 除 此 以 处 , 由 准 同 构 群 的 定义 可 以 让 
接 推 出 :不 同 的 (或 者 同一 个 ) 洪 思 集合 中 任意 两 个 元 业 的 乘积 对 
应 于 芍 了 中 那些 元 素 的 乘积 ,这 元 素 是 对 应 于 所 说 的 共 贺 系 合 , 换 
羊 之 , 公 4 的 每 一 个 共 顽 集合 都 对 应 于 B 中 确定 的 元 素 , 不 同 的 
共 乾 集合 对 应 于 B 中 不 同 的 元 来, 而 且 这 个 对 应 是 群 4 中 0 的 
次 群 与 群 卫 的 一 个 同 构 对 应 。 

再 取 三 继 空 间 的 实 正 交 变换 群 作为 例子 , 将 每 一 个 变换 与 等 
于 此 变换 的 行列 式 的 数 相 比 较 , 并 且 在 这 些 数 的 集合 内 以 一 般 数 
的 乘法 定义 这 些 数 的 乘法 。 在 这 个 情形 下 , 我 们 的 群 就 和 由 诺 个 
元 索 ( 寺 了 和 (一 I) 所 租 成 的 群 准 同 构 ,在 这 个 群 中 ,两 个 数 的 胖 法 
是 和 一 般 数 的 乘法 一 样 的 。 单 位 元 素 是 (+1) 。 在 这 个 例子 中 , 正 
规 子 群 就 是 转动 群 。 

”假如 群 瑟 准 同 构 但 不 同 构 于 群 4, 狮 么 群 妇 4 中 对 应 于 群 B 
的 单位 元 素 的 那些 元 素 的 集合 ,通常 叫做 准 同 构 的 核 。 我 们 知道， 
准则 构 核 是 车 4 的 一 个 正规 子 群 。 

61. 例 1， 芭 三 灯 空 阐 的 实 正 奖 交换 群 G, 将 每 一 个 变换 与 等 于 此 变换 的 行列 式 
的 数 相 对 应 , 并 旦 规定 一 般 数 的 习 尘 为 这 些 数 的 群 的 运算 。 在 这 个 运算 之 下 , 由 数 
(十 1 了) 和 (一 1) 根据 一 般 数 的 季 法 定义 所 粗 成 的 群 8 就 准 同 移 于 Go。 娃 B 的 单位 元 
洽 对 应 子 G 忠 的 三 席 空 泣 的 转动 。 这 些 转动 稻 成 一 个 正规 子 秆 , 币 昨 的 南 帮 是 一 个 二 
人 558J。 


， 在 平面 XY 了 上 取 项 点 为 : 
{1, 0); (cos 120°, sin 120°); (cos 240°, sin 240°) 
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的 正三 角形 。 取 妊 C, 它 由 人) 平面 久 角 度 0>，120?，240? 图 弹 原 点 的 转动 ,在 这 些 力 
动 下 ,三 角形 变 为 自己 ,及 (3) :平面 作 一 对 称 于 开 夫 的 反射 再 作 和 角度 为 0120*,240? 
的 转动 。 这 就 是 ?2 一 3 时 的 二 面体 群 。 

与 下 对 应 和 于 这 个 群 的 元 琴 的 所 有 上 矩 陈 : 


1 1 了 
1, 9| 1, oi | 2? 到 下 
,B=| ”1 4=- Ea 中 
0, 11 10, 一 二 1 | 二 3， | | 
1_1 Ty 1 1 /可 
| Sn a ED 
nl 1 二 村 2= 1 1 3 
ivs, 豆 | -M8 - 瑟 | 
| 儿 - 污 | 
| 
| 
| 二 


假如 我 们 观察 一 下 由 [56] 中 民 (84) 所 决定 的 乘法 籍 均 ,那么 就 可 看 出 ,这 个 池 法 
下 六 与 我 们 这 个 性 的 炬 际 的 浅 法 相对 应 。 以 前 我 们 在 [59] 看 到 , 这 个 滋 法 光 也 对 应 于 
三 个 元 染 的 避 换 的 对 称 妊 : 

B; A=(2, 9); B=(1, 2); C=(1, 3); D=(1, 8, 2); F=(1, 2, 3)。 (45) 

因此 ,如果 我 们 失 这 两 个 余 中 以 同一 个 字母 卖 示 的 元 素 看 作对 应 元 素 , 那么 这 两 
个 妊 是 同 构 的 。 如 果 我 们 把 这 三 个 顶点 用 对 应 的 方法 篇 呈 的话 ,车 (45) 中 的 旷 换 对 应 
于 上 面 提起 过 的 三 角形 的 项 点 的 置换 。 

就 和 我 个 在 [591 中 所 提起 的 完全 一样, 四 天 体 余 与 4 一 4 的 置换 蔷 同 构 。 

3， 可 以 用 一 般 的 方法 指出 准 同 构 子 一 个 已 知 座 G 的 置换 号 的 构造 。 驶 五 是 群 
G 的 某 一 个 具有 有 穷 指 数 % 的 子 群 。 二 下 对 频 于 五 的 元 素 的 共 辆 集合 ; 

H, HS81, HS2, ***, HSn-1o 

假如 我 们 用 已 中 基 一 个 元 素 S 在 乘 这 些 集 合 中 的 每 一 个 ,那么 只 对 这 些 集合 的 次 
序 作 了 一 个 器 换 , 因 此 可 以 认为 G 申 的 元 崇 8 对 应 于 这 个 置换 。 不 难 指 明 ， 这 样 所 得 
到 的 器 换 群 4' 准 同 构 于 群 6G 。 

G 中 的 元 洪 8 对 应 于 Bf 的 单位 元 屿 的 充 要 条 件 是 以 8 有 莱 每 一 个 共 驮 集合 时 ， 
这 些 集 合 都 不 变 , 部 

HaS=Hs BHaSpS=HaSke (f=1,2,.,%—1) 
此 处 Ha 是 瑟 中 任意 的 元 来 , a 也 属于 瑟 。 上面 所 写 的 竺 式 可 以 改 乱 成 
S=Ha! Hg 

和 | S= (S51 Ha Sk)-1(SE! He Sk), 
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内 这 两 个 等 式 可 推 轴 8 对 应 于 G' 的 单位 元 束 的 光 要 条 件 为 : 8 同时 属 隆 五 和 所 
有 有 的 相似 的 群 351 瑟 Sro 

假如 互 是 G 的 正规 子 群 , 那么 上 述 条 件 就 变 为 8 属于 互 , 并 且 在 这 种 情形 下 Gr 
与 商 赚 同 移 。 假 如 五 只 含有 一 个 单位 元 汪 , 那 么 群 G 与 置换 群 0' 同 构 , 这 个 妇 换 妊 
由 下 法 得 到 :假如 群 8 的 元 水 是 

Ei, Si1, 心 29 1 Sn 

以 G 中 的 任意 一 个 元 米 右 采 , 就 得 到 一 个 中 元 崇 的 置换 。 以 下 我 们 将 要 仔 针 地 计 夫 
与 一 个 已 知 群 同 构 的 多 性 变换 群 的 构造 。 


， 测 地 投影 “在 千 束 了 一 般 群 渝 基础 的 介绍 之 后 , 我 们 来 
Md i Dy are ts tig 
首先 来 说 明 测 地 投影 的 概念 ,这 个 概念 阁 予 球面 上 的 点 和 和 平面 上 
的 点 的 对 应 以 一 个 确定 的 规则 。 

考虑 坐标 轴 为 了 了 YZ 的 三 厅 窑 间 及 中 心 在 原点 牢 径 为 1 的 球 
面 0。 裔 是 球面 上 一 个 点 ,其 举 标 为 (0, 0， 一 1) ,及 是 球面 上 
的 流动 点 (图 3) 。 直 和 线 SM 与 平面 XY 相交 于 某 一 点 也, 这 样 我 
个 就 有 了 使 球面 C 上 的 友和 平面 
了 Y 上 的 点 相对 应 的 确 岩 的 法 则 。 
所 建立 的 对 应 葵 予 我 们 一 个 从 球面 
到 平面 的 浏 地 投影 。 

现在 来 找 测 地 投影 的 公式 。 兮 
MW 为 从 歼 点 到 乡 轴 的 重 直 线 。 
因为 S0=1, 由 于 两 三 角形 的 相似 ， 
我 们 有 : 

图 3 NM=(14+ON)OP, (46) 

用 (2, 9 表示 点 对 的 坐标 并 用 (a, 8) 表示 了 的 坐标 ,就 


广 政 = (十 仿 OP， 
或 者 ,将 平行 线段 OP 和 NW 射影 于 了 轴 和 了 轴 , 得 
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v= (+2e; y= (2) BB, (47) 
廊 程 ?十 访 十 台 一 1 答对 我 们 一 个 % 的 二 次 方程 : 
(a2? 十 BE3) (十 信 2? 十 23 一 二， 
解 这 个 方程 ,得 
士 1 一 (as 十 B3) 
工 十 (ez 十 B2 ° 
但 是 对 于 所 有 有 穷 远 点 (a, B86) 必须 有 > 一 1 因此 , 在 上 面 
会 式 中 我 们 必须 取 ( 十 1) 。 再 应 用 公式 (47) ,我 们 就 得 到 用 (a, B) 
起 示 (z, y, 的 表示 式 : 
_ 1 2 2 
0 TT TFB 8) 
我 们 引进 一 个 复 坐标 上 = 十 iB6 来 代替 平面 上 的 两 个 实 坐 标 
a 和 和 B。 和 丕 常 一 样 ,用 来 表示 的 共 二 复数 ,我 们 就 可 把 上 而 
的 公式 写成 下 面 的 样子 : 


es 


co+ 动 -了 ia- 人。 (49) 
将 复 变 数 & 表 成 男 两 个 复数 和 7 的 比 : 
人 
b=E (50) 


二 和 站 相差 一 公 因子 的 几 对 值 ， 部 形式 为 友 , pm 的 几 对 利和 
2, 了 准 出 同一 个 《， 即 同一 个 下 面 上 的 点 ,着 且 一 对 值 9 头 0,.5=-0 
将 欠 出 平面 上 的 无 穷 远 点 。 复 数 上 # 和 7? 称 做 平面 上 的 复 齐 次 坐标 。 
应 用 (50) 并 将 实数 部 分 和 复数 部 分 分 开 , 我 个 可 以 将 到 式 (49) 写 
成 : 
上 人 
人 
对 于 任意 的 复数 值 和 ”, 最 后 的 公式 给 我 们 以 实 的 (2,y,2) 
满足 关系 式 : 


. 
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o2 十 妨 十 2 一 工 一 0， Rs (511) 
这 就 是 我 们 所 需要 的 ,因为 点 (%, y, ?) 在 单位 球面 上 。 
63. 7 群 和 等 动 群 ” 现 在 来 讨论 变数 (6, ”) 的 某 一 个 口 变 


换 : 
Ei=at+ 07, } (52) 
=cs+dn, 
大 有 具 因为 是 U 变换 ,所 以 必须 有 : 
Su (58) 
新 的 变数 值 (5', 7 ) 葵 我 们 以 球面 上 的 新 的 点 : 
EM+EN . 1 Em 1 En! EE—NY 54 
yard 二 EE mm -和 二 壮 。 ( ) 


显然 变换 (52) 的 行列 式 的 模 等 于 1, 可 以 用 形式 为 ee 的 基 
一 个 数 来 表示 。 以 e 生变 换 (52) 中 所 有 的 系数 ,我 们 就 得 到 一 
个 行列 式 为 1 的 本 变换 。 但 是 其 中 的 名 和 少 也 乘 上 了 e 人。 这 

, 个 增加 的 因子 完全 不 影响 量 5。 办 此 我 们 可 以 用 下 述 条 件 来 限制 
所 讨论 的 UU 变换 (52) ,变换 的 行列 式 等 于 1, 即 

ad—bc=1, (55) 

其 至 在 这 个 限制 条 件 之 下 , 系数 相差 一 个 符号 的 两 个 变换 所 

糖 出 的 台 和 7 值 就 只 相差 符号 ,在 这 两 个 交换 之 下 我 们 也 将 得 到 

同一 个 点 51。 

假如 我 们 用 绢 和 7 的 表示 式 来 代替 到 式 (54) 中 的 名 和 中 并 

且 应 用 条 件 (63) , 那么 我 们 就 可 和 看 出 ,利用 (51) 就 可 把 变数 

人， yi 罗 事 示 底 (zy bi 的 硬性 并 次 多 项 式 。 由 于 (53) ,表示 式 

(51) 和 (54) 的 分 母 是 相同 的 , 并 且 变 数 (%, y, ) 所 受到 的 缕 性 变 
换 和 和 裘 示 式 

U6n+ 67; 0 一 二 (En— én); v= (56) 
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在 0 变换 (52) 之 下 所 受到 的 线性 变换 一 样 。 下 面 我 们 将 建立 这 
.个 线性 变换 的 确切 形式 。 

首先 来 建立 行列 式 为 1 的 品 变换 (52) 的 一 般 形式 。U 变换 

的 一 般 条 件 葵 我 们 [28] : 
act+bd=0; cc 二 dl=1。 
以 c 浅 条件 (55) 关 利用 上 述 条 件 中 的 第 一 个 ,就 得 芭 : 
~—badd—bcs=c, | 

因此 由 于 第 二 个 条 件 就 有 c= 一 6 或 c= 一 5, 并 且 完 从 相似 的 可 
以 证 明 : 4=4。 因 此 我 们 可 以 将 所 有 行列 式 为 1 的 U 变换 写成 : 


$=at -+ bn, } (57) 
m= —bE tans 
其 中 人 入 0 是 任意 的 复数 ,满足 条 件 : 
ag+00= 国 (58) 
现在 将 (56) 式 用 新 变数 表示 出 来 : 


Wo = Em WC—y! EN; ww 人 一 277 国 

或 者 ,利用 (57): ! 

wd! = 28n — D2£n ~220 (EE — mm) 
Ww —iv'= — bEn+ on —2ad (加 一 77) 

Ww = 002En+ad2En (og—b5) (EE—171n)o 

作 赫 换 。 26m=w 十 初 ; 207 一 2 一 各 EE 一 2 二 WD 。 

并 将 前 两 个 等 式 相 加 和 相 三 ,就 得 至 凡 (wo, 2w) 玫 (0 2 2w') 的 
表示 式 , 亦 印 以 (c, y, 分 吉 人， 2) 的 表示 式 : 1 


_ (r+ 5? B92+ (G+ 02— by—(ab+a5)s, 


y= +02—a? 一 6)o 十 误 (m2+as+ b+ 0) ytda0 ad)e, 
= (a +ad) vti(ad— i (ga —b5)z, 
(59) 
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每 一 个 了 变换 (57) 对 应 于 了 7 面 的 某 一 个 变换 ,而 这 个 变换 
双 由 于 测 地 投影 所 建立 的 对 应 关系 ;而 给 出 某 -一 个 球面 变换 。 

因此 (59) 是 一 个 实 变换 , 它 将 方程 - 

vy 十 2 一 工 
变 为 方程 迪 十 如 十 sa。 | 

但 是 卉 次 线性 变换 (59) 不 改变 常数 项 1, 因此 方程 的 左边 也 
必须 保持 不 变 ,名 、 

212 十 W12 十 202 一 02 十 %2 十 23。 

所 有 这 些 均 可 从 变换 (59) 本 身 的 形式 直接 得 由 。 于 是 ,公式 
(59) 痊 出 一 个 三 个 变数 的 实 正 交 变换 。 现 在 来 指明 变换 (59) 的 行 
列 式 永远 等 于 (十 TD) 。 这 个 行列 式 是 复 变 数 4a 和 的 实数 和 虚数 
郑 分 的 速 策 夯 数 , 而 a 和 2 满足 关系 式 (58) 。 但 是 行列 式 的 值 只 
能 以 是 (二 1D) 或 (一 ,于 是 根据 所 部 的 违 征 性 , 它 必须 永远 等 于 
(二 了) 或 永远 等 于 (一 1) 。 但 是 当 a=1, 5 一 1 时 公式 (59) 狂 我 们 
-以 行列 式 为 (二 1) 的 恒 等 变 换 , 这 就 是 说 ,变换 (59) 的 行列 式 确实 
永远 等 于 (十 起 。 因 此 , 禄 性 变换 (59) 就 表示 空间 图 缔 原 点 的 辑 
现在 来 证 明 , 空间 的 每 一 个 转动 都 可 写成 形式 (59) 。 如 果 我 
' 们 候 股 | : 
ae 加; Bol; b=5=0, 


这 就 是 膏 , 取 U 变换 的 短 阵 为 


0 ol 
4 一 | 0 
| 9， ox) 0 
著 么 , 公 式 (59) 欠 出 : 
。 4 一 4 和 oo08 0 一 Sin 9, 
9 一 wsin 9 十 yc08 9p, (61) 
2 一 % 
? 
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即 , 我 们 得 到 一 个 以 角度 o 图 秋 2 再 的 转动 。 
假如 现在 我 们 取 : 


/pe 
GG Cos 证; 6 isin 友 ; $= isin 证 ， 


朗 我 们 用 下 述 有 形式 来 决定 U 变换 的 矩阵: 


cos 生 一 isin 岂 | 
By= ? (62) 
2 We 
| 2 ， 2| 
那么 ,公式 (59) 就 给 出 : 
2 
站 =Yy co8 由 一 2sin 山 ， | (63) 
“=Yysin D+z eosy. 


这 是 一 个 以 角度 小国 黎 蕊 轴 的 转动 。 

”， 但 是 ,我 们 从 [20] 知道 ,每 一 个 尤 拉 角 为 {a, 8, 7} 的 转动 部 
是 下 述 三 个 转动 的 精 果 : 先 以 a 角 图 简 2 轴 转 动 , 然后 以 8 角 园 
和 线 新 的 区 加 而 转动 ,再 以 7 角 固 禾 新 的 入 轴 而 转动 。 

用 2 表示 对 应 于 变换 (61) 的 三 阶 短 阵 ,用 马 ， 者 示 变换 (63) 
的 和 矩阵。 以 a 角 国 绕 攻 轴 的 转动 而 算 陆 2。 实现 。 于 是 , 原来 的 
文 堤 接 这 一 个 短 陆 次 为 新 的 蔗 轴 ,不 难看 出 ,以 6 角 园 业 新 的 工 
轴 的 畏 动 的 答 陆 为 2。 卫 s 2z1, 于 是 头 两 个 转动 的 矩阵 为 

Zo Ra La! La= Zo Re © 
就 如 上面 一 样 ,以 7 角 国 弹 新 的 2Z 再 的 转动 的 甜 陈 为 
(Zo RB) Ly (Za Ee), 
从 而 最 葡 的 旋转 {a, 8, ?的 矩阵 为 
(Ze Xe) Z, (Za Ta) (Zs Xa) 
ZRgZyo (8 给 
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在 上 面 的 讲 苍 中 ,我 们 应 用 了 这 样 一 个 显然 的 事实 , 印 : 若 2r 
是 以 w 角 园 线 某 一 个 通过 原点 的 埋 ! 的 转动 的 矩 阵 ,而 甜 陈 好 将 
人 变 为 轴 卫 ,那么 以 9 角 团 绕 轴 的 转动 将 窟 相似 甜 陈 

~ MZ M™ 

庚 决 定 。 

现在 来 指出 :假如 41 和 4s 是 两 个 0U 变换 (57) , 它们 分 别 对 
应 于 正 交 变换 (59) Ui 和 和 0s, 那么 ,显然 , 莱 积 4s 43 也 将 对 应 地 
涨 积 CU 。 因 此 ,由 于 (64) , 空间 的 转动 {4, 86,7} 可 以 由 以 下 
的 U 短 阵 得 出 ,这 是 三 个 0 和 托 踢 的 乘积 ; 


| 2 0 | COS ~i%sin 人 0 
。 (65) 
0， e 组 | -ssin 8, Cog: | lo 


这 样 , 每 一 个 变 痪 对 应 于 一 个 确定 的 三 维 空 间 的 一 动 , 并 
且 所 有 的 转动 都 可 以 这 样 得 到 。 两 个 T 变换 的 号 积 对 应 于 对 应 
转动 的 乘积。 我 们 可 以 诉 , 公式 (59) 决 定 了 行列 式 为 1 的 变换 
群 和 三 蕉 空间 的 转动 群 间 的 一 个 准 同 构 。 
旨 在 来 看 淖 对 应 于 攻 等 变换 印 转动 税 的 单位 元 素 的 那些 了 
变换 。 在 这 个 情形 下 ,公式 (59) 的 第 三 式 给 我 们 
a5=0; cC 一 0 =1， 
因此 |4|=1 和 5 一 0。 全。=e*。 公 式 (59) 中 的 第 一 式 狂 出 : 
亏 (et28 十 eri28) 一 工 。 


由 邮 可 直接 推出 人 =0 或 zx, 这 就 是 说 4= 土 1 。 
因此 我 们 得 到 短 陆 为 
gl 路。 -| -1, 0f_ 
w=|o 0, 1 10， 一 工 i 
的 丙 个 本 变 棉 ,它们 对 应 于 转动 群 的 单位 元 来。 
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现在 假 改 两 个 也 敌 也 7 和 了 狂 出 同一 个 转动 。 在 这 个 情形 
下 , VD 将 答 出 空间 的 转动 群 的 恒 等 变 换 , 即 了 了 = 五 或 
(一 下， 即 世 = 天 或 了 = 一 站。 这 里 我 们 应 注意 , 乍 阵 前 面 的 俩 号 
设 明 答 陈 的 每 一 个 元 素 都 必须 改变 符号 。 上 面 的 讨论 说 明 : 儿 个 
DU 变换 (57) 仅 当 它 们 只 相差 一 个 符号 时 给 出 同一 个 空间 转动 。 反 
”之 ,如 果 它 们 只 相差 符号 , 痢 么 , 就 如 我 们 在 上 硬 所 提起 并 从 公式 
(59) 所 推出 ,它们 答 出 同一 个 安 间 炉 动 。 最 后 我 们 可 以 说: 空间 的 
转动 群 准 同 构 于 行列 式 为 1 的 号 变换 (57) , 而 且 , 当 贡 仅 当 两 个 
短 阵 只 相差 一 个 符号 时 ;, 才 可 得 到 相同 的 赫 动 。 
甜 陆 吾 和 一 也 组 成 群 9 一 一 行列 式 为 1 的 变换 (57) 的 群 
一 一 的 正规 子 群 互 。 这 个 正规 子 群 五 的 每 一 个 共 地 集合 都 由 两 
个 元 素 Gi 和 (一 的 ) 所 和 组成， 此 处 Ga 是 群 的 任意 一 个 元 素 。 从 上 
面 所 襄 的 可 坦 接 推出 :转动 群 与 群 及 的 商 群 同 构 。 
公式 (59) 包 含 两 个 复 参 数 a 和 2， 它们 必须 满足 关系 式 (58) 。 
每 一 个 复 贿 数 包 售 两 个 实 贿 数 
4 一 0 二 ja 0 一 0 十 1502， 
因此 (58) 与 下 式 等 价 : . 
他 十 8 十 609 十 D3 二 1 
因此 不 式 (69) 包 含 四 个 实 参 数 , 窟 们 必须 满足 一 个 关系 , 名， 
公式 (59) 包含 三 个 独立 的 实 参 数 , 就 象 转 动 群 一 样 。 贿 数 4 和 0 
一 般 地 叫做 盎 羔 - 殉 兰 参数 。 不 难得 到 它们 以 尤 拉 角 所 表示 的 坦 
示 式 。 事 实 上 ,将 (65) 中 三 个 短 阵 相 乘 ,我 们 就 得 到 我 们 在 上 面 所 
小 到 的 那个 7 垂 陈 , 它 对 应 于 尤 拉 角 为 {a 6, 7} 的 转动 。 作 生 
法 ,我 们 就 得 到 对 应 参数 4 和 2 的 表示 式 : 


a0 Dos; 人 si 号 。 (66) 


假如 将 2 加 到 4 我 Y 上 , 郸 么 4 和 ?改变 符号 ,型 转动 还 仍 
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是 同一 个 。 这 个 事实 我 们 在 上 面 已 多 襄 过 了 。 

64， 一 般 线 性 群 和 劳 偷 次 群 ”我 们 只 建立 了 两 个 变数 的 也 
群 和 三 订 空 间 转 动 群 之 关 的 密切 关系 。 用 完全 类 似 的 方法 我 们 可 
以 建立 两 个 变数 的 行列 式 等 于 工 的 一 般 绪 性 铬 和 劳 偷 次 群 关 的 
关系 。 

引进 四 个 变数 


V1 Way sy Voy 
人 ;在 其 中 我 们 假 敲 


w= > y= 一 有 0 (67) 
de 
+, EW ln 如 一 
Etn0n Ea 4 EE Vo -ET 
这 些 公式 除了 相差 一 个 公 因 子 外 ;完全 地 决定 了 zw, 并且 我 们 


可 以 假 座 


wo= 填 nn; m= E+é; | 
(68) 


一 证 (80 一 和 ;vo 二 经 二 7。 
原 染 的 变数 满足 关系 式 (511) , 因此 ,由 于 (67) ,由 公式 (68) 所 
决定 的 新 变数 ,对 于 任意 的 复数 值 和 7 都 满足 下 式 : 
4 十 组 十 4 一 2 二 0。 (69) 
在 和 7 的 呈 变 换 之 下 , 表示 式 (EE 十 wm) 保持 不 变 , 这 就 是 
说 ,根据 (68) ,现在 用 来 表示 时 间 的 变数 mo 保持 不 变 , 并且 我 们 因 
此 而 得 到 三 继 空 间 的 转动 。 现 在 我 们 放下 I 变换 而 来 讨论 一 般 的 
线性 变换 群 : : 
¢'=aé+b”, y 
| 
以 下 我 们 将 要 按照 以 前 剂 谁 0 交换 时 的 方式 来 进行 讨论 。 作 
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vitiva—28n; 2 一 as 一 227; 
mot oa 一 2 oo 一 如一 | 
对 于 新 的 变数 如 ,了 ， 我 们 得 到 新 的 作 : 
尖 十 裔 一 2m; iv = 2; 
二 十 允 二 268; 一 网 二 27 。 
将 (70) 代 入 上 面 四 式 并 应 用 (71) ,就 得 到 : 
M+iv=ad(vit+iva) 十 Detoi 一 ia) +ac (wot vs) 十 5Q (oo 一 oo) 
mim = bmiva) +ad (vi—iv) 十 ac(zo 十 ce) + bd (vo— ws), 
0 十 网 一 CD (wima) -ab (m1—iva) 十 caC(zo 二 ze) 十 55 (vo— wa), 
0— Wed(witivs) 十 cd (ci 一 和 ya) 十 co0(co 十 za) +dd (oo 一 oa)， 
《72) 
由 此 可 直接 得 到 用 zx 败 示 必 的 实 系数 线性 表示 式 , 这 些 式 子 我 
们 不 再 写 出 来 了 。 我 们 仅仅 注意 : 假如 将 等 式 (72) 中 的 最 末 琴 个 
相 加 ,那么 ,在 24 的 表示 式 中 :wo 的 系数 是 


C1) 


诗 (aa+b5+o6+dd) > 


这 就 是 遂 , 这 个 系数 是 正 的 。 

新 的 变数 2% 和 原来 的 变数 一 样 ,也 满足 等 式 : 

好 2 二 092 十 082 一 2002 一 0。 (73) 

假如 在 这 等 式 的 左边 用 以 vw 焉 示 的 改 的 雪 示 来 代替 mr 那 
人 入, 必须 得 到 等 式 (69) 。 但 是 在 这 个 条 件 下 ,等 式 (73) 的 左边 可 以 
和 等 式 (69) 的 左边 相差 一 个 常数 因子 , 这 就 是 说 , 在 这 个 情形 下 ， 
我 们 有 

2W? 十 ?二 8? 一 0202 一 (03 十 22 二 03 一 28) ， 

该 里 是 某 一 个 常数 。 

利用 上 面 的 一 些 公式 ;并且 注意 到 
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May 0232 一 22 一 (4 -és) (1 —42%2) - Ch) (£0 — 8) 》 
"就 处 难得 由 := (ad 一 bec) (ad 一 60) = |ad 一 bc|，。 和 如 果 我 们 想 得 
济 二 1, 也 就 是 ,如 果 我 们 想得到 劳 偷 次 变换 : 
012 十 22 十 9 一 02 一 好 十 2 十 妇 一 好 ， (74) 
那么 我 们 就 必须 下 米 性 变换 (70) ,并 使 它 的 行列 式 的 模 等 于 1 也 
就 是 注 , 行 列 式 可 妻 成 cr。 和 以 前 一 样 ,以 。 -全 梁 变换 (70) 的 所 
有 的 有 系数 , 那么 一 方面 , 在 公式 (68) 中 以 乡 和 代替 和 7 时， 
由 这 个 公式 所 决定 的 量 池 ， ,由 不 改变 ,因为 这 个 公式 只 包含 量 
人, 9) 中 的 一 个 和 量 (E, 7) 中 的 一 个 的 乘积 ,而 另 一 方面 , 我 们 
把 变换 的 行 询 式 化 成 了 1。 
因此 ,我 们 可 认为 变换 (70) 的 行列 式 是 1: 
aa—bc=1, (75) 
和 前 面 一 节 中 一 样 ,我 们 可 以 指明 , 以 z 下 示 化 的 线性 变换 
的 行列 式 是 (十 了 。 此 外 ， 我 们 再 提 一 下 : 在 这 个 变换 中 , 邮 的 下 
示 式 中 wo 的 系数 是 正 的 , 这 就 是 说 ,这 个 变换 的 行列 式 是 (十 也 并 
且 不 变 芯 时 间 的 方向 : 即 变换 (72) 是 一 个 正 劳 偷 次 变换 。 
因此 , 猪 论 是 , 在 条 件 (75) 之 下 , 变换 是 我 们 在 [5 纪 中 所 定义 
的 正 劳 偷 次 变换 。 
和 在 上 池 中 一 样 ,我 们 现在 提出 这 样 一 个 问题 :是 否 任意 一 个 
正 劳 从 次 变换 都 可 由 公式 (72) 得 到 。 首 先 注意 ,和 前 节 中 --- 样 ,两 
个 线性 变换 (70) 的 乘积 对 应 于 相当 的 劳 偷 灵 变换 的 乘积 , 换 句 六 
说 :如 果 4 和 了 是 两 个 线性 变换 (70) ,由 于 (72) ,它们 产生 两 个 劳 
偷 次 变换 TD 和 To, 那么 硬性 变换 B4 将 对 应 于 劳 偷 次 变换 TT。 
在 [54] 中 我 们 看 到 ,每 一 个 正 劳 偷 次 变换 都 可 与 成 : 
‘T=V8UVU, | 
这 里 和 就 是 三 准 空 间 的 转动 , 面 8 是 两 个 变数 的 劳 偷 次 变 
换 , 由 于 上 省 的 车 果 , 我 们 可 以 借助 于 某 一 个 形式 为 (70) , 行列 式 
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是 由 工 的 辟 变换 而 得 到 任 一 个 转动 。 因此 , 我 们 只 需 证 明 , 在 适 
当 进 择 的 简 性 变换 (70) 之 下 ?很 据 公 式 (72) ,我 们 可 以 得 到 任 一 个 
含有 两 个 变数 的 正 劳 偷 交 变换 。 比较 (7 和 和 [6 和 中 的 (21) , 我 们 
淖 出 ,我 们 现在 将 认为 c=1, 这 样 一 来 , 感人 和 中 和 葵 出 两 个 变数 的 正 
劳 偷 次 变换 的 到 式 (7) 就 可 写成 : 


: 一 000 于 va _ 0 一 208 . 
人 A/ 工 一 02 “ 哆 ee | (76) 
V1 二 V1; Wo Wyo 
， 1 
引进 量 ul 
攻关 处 一 个 特殊 形式 的 线性 变换 《70) 
Fl; 


湛 中 7 是 一 个 实 常数 。 显 然 它 的 行列 式 等 于 1。 在 这 个 情形 下 ， 
v= d= 子 而 5 一 c=0。 将 它 代 太公 式 (72)， 人 


换 (76)， 只 要 ?7 满足: 
i 
Tt TF me 


这 直接 答 我 们 以 呈 =w 主 MBI ; 第 二 个 条 件 指出 , 当 o>0 
时 ;必须 取信 的 根 小 和 于, 而 当 0<0 时 , 必须 取 如 的 根 大 于 1 而 
且 在 这 个 条 补 下 ,第 二 个 条 件 可 以 满足 。 将 B 开 廊 , 我 们 得 到 相 洽 
一 个 符号 的 7 的 两 个 佳 。 因 此 我 们 可 以 总 类 地 阴 言 : 行 烈 式 为 工 的 
和 线性 变换 (70) 的 群 准 同 构 于 正 芝 偷 其 嫩 , 而 且 这 个 准 同 构 被 公式 
(7 所 实现 。 和 在 前 池 中 一 桂 。 这 个 准 同 构 不 是 同 煌 ,分 ,不 同 的 
变换 (70) 可 以 产 生 同 一 个 劳 偷 次 变换 。 从 公式 (72) 理 接 推 出 : 劳 
偷 次 群 的 单位 变换 由 短 阵 为 | 


-| 
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的 丙 个 六 性 变换 得 到 , 因此 完 双 和 上书 一 样 , 可 以 指出 : 劳 偷 次 人 
中 的 每 一 个 变换 都 能 从 两 个 且 只 有 两 个 线性 变换 (70) 得 到 ， 这 两 
俱 变 换 的 系数 只 相关 二 个 答 号 。 

完全 和 [63] 中 一 样 , 在 行列 式 为 于 的 鞠 性 变换 格 中 元 素 如 和 
(一 国 租 成 一 个 正规 子 群 及, 并 且 正 劳 偷 次 群 和 卫 的 而 群 同 构 。 

线性 变换 (70) 包含 四 个 复 系数 , 它们 苓 条 件 (7 可 联系 着 。 因 
此 公式 (72) 包含 三 个 任意 的 复 参 数 ,或 者 换 句 话说 ,包含 天 个 任意 
的 实 人 参数。 

65， 群 的 线性 变换 考 示 “ 咒 G 是 某 一 个 妊 , 它 的 元 素 是 Gu。 双 
设 每 一 个 元 素 Gs 对 应 于 确定 的 短 阵 4 而且 记 有 知 陈 4。 都 有 要 
同 的 阶 而 且 它 们 的 行列 式 不 等 于 才 。 珀 假 诬 这 个 对 应 是 这 梯 的 : 
每 一 个 双 积 GQ, 对 应 于 甜 陈 4..4。 这 是 4s, 和 4 的 乘积 。 在 
这 个 情形 , 我 们 就 吝 : 短 陈 4 或 者 对 应 于 它们 的 名 性 变换 狂 出 了 
群 & 的 一 个 粮 性 卖 东 。 ,分 Go 是 群 的 单位 元 素 而 .do 是 对 应 的 答 
函 。 因 为 6G。 一 Ga, 我 们 必须 有 4o4s 一 4 由 此 ,以 4z! 大 乘 ， 
就 得 到 4o= 了 , 这 就 是 说 ， 单 位 元 素 必 须 对 应 于 单位 矩阵 。 合 
Gu 和 Gu 是 一 对 互 送 元素 而 ds, 和 ho, 是 对 应 的 答 陆 。 由 等 式 
GG 一 Go 推出 Aas4, 一 了 这 就 是 说 , 互 复元 素 对 应 于 互 着 甜 陈 。 
从 上 面 可 直接 推出 : 甜 阵 4< (或 者 对 应 的 线性 变换 ) 诅 成 一 个 群 
4 与 群 G 准 同 构 。 如 果 不 同 的 元 素 对 应 于 不 同 的 短 限 ， 那么 4 
不 只 是 准 同 构 于 G., 而 且 是 同 构 于 Ge 在 这 个 情形 下 我 们 就 襄 : 沁 
狂 出 群 G 的 一 个 单 值 的 栈 性 表示 。 

假如 不 这 样 ， 那么 对 应 于 群 4 的 单位 矩阵 的 那些 元 素 租 成 铬 
Q 的 一 个 正规 子 群 , 而 群 4 与 这 个 正规 子 群 的 商 群 同 构 [571。 

如 果 群 G 本 身 就 是 一 个 线性 变换 , 那么 显然 , 它 本 身 就 是 它 
所 有 可 能 的 线性 表示 中 的 一 个 。 -站 

竟 在 提出 对 于 线性 表示 的 定义 的 一 点 注意 。 假 规 我 们 已 经 知 
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道人 每 一 个 元 素 Gu 对 应 于 确定 的 短 阵 4。, 而 且 元 素 的 乘积 对 应 于 
短 阵 的 到 积 ,但 是 不 知道 矩阵 4。 的 行列 式 是 否 异 于 堵 。 我 们 来 指 
明 , 如 果 一 个 行列 式 万 (4。) 等 于 雳 , 池 么 所 有 的 D(4。) 都 等 于 
堪 。 事 实 上 , 短 障 4。,4ds 在 wx 改变 的 时 候 包 含 了 对 应 于 群 中 元 素 
的 所 有 矩阵 [56]。 但 是 D(46ho) =D(4w)D(4w), 且 乘 积 等 于 - 
雳 , 因为 由 所 设 条 件 , 第 一 个 因子 等 于 零 。 因 此 , 由 于 王 积 对 应 于 
对 积 的 对 应 规则 ,我 们 只 需 验 明 行列 式 D(4。) 中 有 一 个 异 于 零 ; 
例如 ,只 须 指 昌 G 的 单位 元 素 对 应 于 4 中 的 单位 甜 体 就 行 了 。 

识 卫 是 某 一 个 与 答 阵 4s 同 阶 的 短 阵 , 它 的 行列 式 不 等 于 替 。 
我 们 有 : 

(XAsRX (KA NR) = 4 A 1, 

因此 , 短 阵 卫 4s 革 -1 也 答 出 群 G 的 一 个 姜 洗 表示。 这 样 的 两 个 相 
似 的 表示 一 般 地 被 称 做 是 等 价 表示 。 假 设 短 阵 44 的 阶 是 %%, (ct 
Vr) 是 ?rr 杂 空 间 矢 量 的 分 量 , 对 于 这 些 矢 最 作 变 换 .4。, 这样 ， 
群 4 就 是 


0/ 一 4ow。 (77) 
我 们 在 风 四 知道 ,等 价 线性 表示 
y'—XAX-Y, (78) 


有 如 下 的 意义 : 在 上 述 空 阅 中 , 引进 新 的 轴 , 而 且 新 的 分 量 按照 全 
式 ， 

(os pg) 一 让 (on on)。 (79) 

对 于 这 些 新 的 轴 , 厂 性 变换 按照 伐 式 (78) 来 表示 , 这 就 是 说 ， 

. 乡 价 线性 表示 可 由 坐标 轴 按 照 公式 (79) 的 简单 熔 代 而 得 到 。 在 公 

式 (77) 中 出 现 的 变数 (zz, wa, …， vr) 称 做 简 性 玫 示 的 对 名。 因此 ， 

苯 汉 等 价 术 性 表示 就 等 于 在 某 一 个 行列 式 异 于 雳 的 禾 性 变换 下 将 

矿 性 表示 的 对 象 赵 换 威 男 一 个 。 - | 

设 有 群 G 的 线性 表示 对 应 于 m 阶 甜 障 4。, 双 有 同一 个 群 的 
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禾 性 志 示 对 应 于 m 阶 敌阵 下 。 组 成 他 十 可) 阶 准 对 角 振 陈 : 
0 
了 

根据 准 对 角 乱 陆 相 乘 的 法 则 , 我 们 有 : 

[4。，Bs] [ho,, Ba] = [Ao,Ao,, Bo,Ba,]o 

因此 , 短 障 (80) 也 给 出 群 @ 的 一 个 线性 表示 。 一 般 讨 来 ,如 果 
短 纯 4。， Bs, 0 是 群 G 的 某 几 个 线性 表示 , 曾 么 应 用 准 对 角 算 障 
|4., 0,，0 
0, B,, 0 
0, 0, Ou 


二 
[4s, | | 0， 


。 (80) 


也 = [4。， 了 Du Oa] -> 9 (81) 


我 们 可 以 租 成 一 个 新 的 示 示 。 

现在 注意 ,假如 我 们 按照 短 阵 开 D. 工 开 转 到 等 价 表示 ,那么 ， 
一 般 来 说 , 短 阵 的 准 对 角形 的 特征 消失 了 ,并 且 从 外 者 上 已 烃 不 能 
立 列 看 出 来 这 个 新 的 表示 是 按照 规则 (81) 由 另外 几 个 较 低 厅 的 表 
示 所 租 成 的 表示 的 一 个 等 价 表示 。 假如 我 们 的 线性 表示 Ds 就 有 
准 对 角形 (80) ,那么 它 分 解 为 两 个 较 低 锥 的 线性 表示 4 和 B。, 邹 
hs 和 也 为 较 做 阶 的 短 障 。 在 这 种 情形 ,弹性 表示 称 做 是 已 的 的 。 
假如 某 一 个 线性 表示 没有 准 对 角形 式 ,而 它 的 某 一 个 等 价 表示 
于 瑟瑟 上 有 这 种 形式 , 那么 玫 示 就 称 做 是 可 移 的 。 最 后 ,如 果 
表示 本 身 和 它 的 一 切 等 价 走 示 都 没有 准 对 角形 式 , 即 ,它们 都 不 是 
可 约 的 ,那么 这 样 的 表示 就 彼 称 做 不 可 蜀 表 东 。 

现在 来 指 田 在 什么 条 件 下 我 们 可 断言 表示 是 马 网 的 。 恕 线性 
表示 由 % 阶 短 阵 4 所 和 组 成 , 这 些 短 阵 狂 出 变数 (81, za， …， 2 的 
和 线性 变换 。 假设 所 有 的 短 孟 4。 都 是 Z 答 阵 ， 并 设 由 前 个 基础 矢 
最 所 租 成 的 子 空间 R' 在 变换 4 之 下 变 为 它 自己 ,部 : 如 果 wrtxa= 
一 ozla 一 … 一 四 一 0， 那么 就 有 鸡 一 鸡 ta 一 … 一 邮 一 0。 换血 话说 ， ， 
所 有 的 敌阵 4u 都 有 下 列 形 式 : 


1 
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| As, Na (82) 


0， Aa 


其 中 性 是 革 一 个 大 阶 短 障 ，4 是 某 一 个 (w 一 从 阶 短 障 ， 而 在 左 
下 角 , 有 人 一 信行 和 大 列 寿 是 芍 。 若 虑 由 最 后 (2 一 办 个 基础 矢量 
所 粗 成 的 空间 R"。 它 由 垂直 于 上 述 子 空间 好 的 全 体 矢量 的 矢量 
所 入 成 ,因为 每 一 个 变换 hs 都 将 子 空间 已 变 为 它 自 己 , 又 因为 T 
变换 保持 矢量 垂直 的 性 质 因此 子 空间 R" 中 的 每 一 个 矢量 , 在 变 
换 4。 之 下 , 仍 变 为 这 个 子 空间 中 的 矢量 。 换 名 话说 如 果 wi 一 
一 … 二 wp 一 0， 就 有 以 一 …= 尺 0。 由 此 可 直接 推 四 ,敌阵 (82) 
中 , 位 于 右上 角 的 8 行 (n 一 从 列 元 来 痢 等 于 堆 , 即 , 我 们 所 讨论 的 、 
茂 性 变换 的 矩阵 是 


4，0 
0， 4 
因 叱 ,变换 是 已 移 的 。 现 在 假设 ,所 有 U0 变换 4。 都 保持 同一 个 子 
空间 已 不 变 , Ri 的 杂 数 是 XC%<n) ,此 处 % 是 矩阵 4。 的 阶 。 我 
们 变换 坐标 轴 , 使 得 子 空间 BR 由 前 * 个 基础 矢量 所 生成 , 这 个 相 
当 于 利用 0 变换 将 表示 变 为 等 价钱 性 表示 。 如 上 所 示 , 这 样 变换 
后 所 得 的 乃 示 是 已 狗 的 。 因 此 我 们 有 下 述 定 理 。 


| = [hs 4， 


短 隙 将 基 一 个 子 罕 则 保 桂 不 变 ,那么 这 样 的 下 示 是 可 物 表 示 。 
关于 玫 示 是 否 可 锡 的 问题 与 将 矩阵 hs 化 为 相似 短 际 
和 4 区- 工 的 关 题 紧密 地 联系 着。 现在 提出 化 为 等 价 表示 的 儿 个 个 
别 情形 ,这 是 在 短 障 开 的 特殊 选择 下 得 到 的 。 作 甜 阵 并 ,已 的 第 
一 行 中 ,第 二 个 元 素 是 单位 元 束 , 而 其 他 的 元 素 都 是 等 ,第 二 行 中 ， 
第 一 个 元 来 是 单位 元 来, 而 其 他 的 元 素 者 是 零 , 从 第 三 行 开 始 , 主 
对 角 黎 上 的 元 素 是 单位 元 素 , 而 其 他 的 元 来 都 是 零 , 印 ， 


、 从 最 后 一 行 开 始 直 接 展 开 ,可 看 出 D(X) = -II。 应 用 甜 阵 乘 

法 的 一 般 规 则 , 不 难 验 明 , 和 如果 了 是 某 一 个 短 阵 ， 奢 么 粗 似 炬 工 
YX 可 从 将 了 的 第 一 .二 行 对 换 , 然后 , 将 了 的 第 一 、 二 列 对 
换 而 得 漠 。 同 样 的 汶 法 可 知 矩 障 行 的 对 换 及 同时 发 生 的 对 应 列 的 
对 换 等 于 将 敌阵 变 为 某 一 个 相似 矩阵 ， 这 个 相似 矩阵 由 一 个 与 关 
无 关 的 变换 互 的 帮助 而 得 到 。 因 此 ,如 果 我 们 对 于 猴 出 群 的 某 一 
个 线性 表示 都 施 以 同一 个 行 和 列 的 对 换 ,那么 就 得 到 一 个 笋 价 直 
JIBo 

如 果 可 以 将 整数 1, 2, …, n 分 成 这 样 的 两 类 , 使 得 在 每 一 个 
短 阵 hs 中, 行 数 在 一 个 类 中 的 任 一 行 和 列 数 在 另 一 类 中 的 任 一 
烈 的 交叉 处 都 是 零 , 那 么 这 样 的 表示 是 可 绝 的 。 事 实 上 ,为 了 证 明 
它 的 可 物性 , 归 , 为 了 将 它 化 为 已 移 的 , 只 需 作 这 样 的 行 和 列 的 对 
换 : 使 得 同一 类 的 行 和 列 在 左上 角 , 另 一 类 的 行 和 列 在 右 下 角 。 

在 这 一 节 的 最 后 , 我 们 再 提出 一 种 情形 : 群 G 的 简 性 表示 是 
一 阶 的 , 印 , 所 有 甜 陈 4 都 是 一 阶 和 矩阵 ,也 就 是 通常 的 数 。 在 这 个 
情形 ,我 们 群 的 每 一 个 元 素 Gs 都 对 应 于 一 个 变换 2 二 mw, 或 者 ， 
一 般 杂 说 ,对 应 于 一 个 数 ma, 而 乘积 G9 对 应 于 通常 数 的 汪 积 
MaMmio 

-66， 基本 定理 。 裔 有 一 个 由 m 个 元 素 Ga，…，Gw 所 粗 成 的 
有 限 群 9, 又 庙 41,…, 4 是 狂 四 这 个 群 的 一 个 钱 性 表示 的 %w 阶 
答 陈 。 用 w (w1,…, ww) 来 族 示 这 个 卖 示 的 对 象 。. 考 虐 表 示 式 : 
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9 (m1, he wn) 一 > 14.212, (83) 
完全 写 出 来 ,就 是 表示 式 : 
9 一 加 (alba +ae) (GE + 3) ， (84) 


这 里 我 们 用 a 吕 表示 短 阵 4, 的 元 素 。 不 难 验 明 表 示 式 (84) 是 一 个 
厄 密 特 型 , 序 , 在 这 个 表示 式 中 Zrce 和 woz 的 系数 是 共 顽 复数。 
此 外 ,由 公式 (83) 可 推出 这 个 厄 密 特 型 本 身 是 某 一 些 矢 量 的 长 度 
的 平方 和 , 这 就 是 说 , 这 是 一 个 正定 厄 密 特 型 [40]。 换 名 话说 , 施 
行 某 一 个 UU 变换 

y=UZ, 
将 这 个 型 化 成 下 为 和 


9g= 加 00 
之 后 , 所 有 的 系数 为 都 是 正 的 。 再 对 新 的 变数 作 变 换 %=WVX 0 ， 
就 可 将 这 个 厄 窗 特 型 p 写成 简单 的 平方 和 : 


p=2121 "二 Bn o (85) 
对 变数 (ci …， 4) 作 某 一 个 属于 我 们 的 群 的 线性 表示 的 变换 ， 
2 一 4x0， (86) 


不 难看 出 ,在 这 个 变换 之 下 这 个 厄 密 特 型 不 改变 。 事 实 -上 : 
CC 
但 是 ,在 中 86] 我 们 知道 ,变换 ( 算 障 ) 
Ald;, A A, A » An Ay 
的 答 体 和 给 障 和" Ai, 42) 2 奸 Mm 
的 全 体重 合 ; 因 此 ,假如 我 们 将 变换 (86) 用 新 的 变数 (21，,…, 2) 来 
表示 ,这 些 变数 和 原来 的 变数 由 公式 
(21, este] 2) =Bo(w1,……, rn) 
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联系 着 , 其 中 Bo 是 某 一 个 甜 阵 , 嘟 么 赫 代 4x 我 们 得 到 相似 的 群 
Bo4xB51， 并 且 这 个 相似 群 的 变换 的 合体 郊 不 改变 表示 式 (8 , 序 
不 改变 模 的 平方 和 , 亦 印 都 是 变换。 因此 , 对 于 有 限 群 的 情形 ， 
我 们 已 经 指出 , 每 一 个 线性 表示 都 等 价 于 某 一 个 也 表示 ， 即 由 也 
变换 钥 成 的 表示 。 在 某 一 些 补充 条 件 之 下 , 这 个 性 质 对 于 由 参数 
决定 的 无 限 群 仍 保留 , 并 且 在 以 后 , 当 我 们 说 到 群 的 简 性 下 示 的 
时 候 , 我 们 将 永远 指 可 表示 。 因 此 我 们 有 下 述 定 理 。 

定理 I， 群 (有 有限 的 ) 的 每 一 个 线性 表示 都 有 等 价 的 万 表示 。 

现在 来 引进 禾 性 卖 示 的 可 先 的 必要 和 充分 条 件 。 首 先 介 娄 一 
个 新 的 术 刻 ,我 们 把 对 角 线 上 包含 相同 元 素 的 对 角 短 陈 [，，…， 委 
叶 做 数 最 矩阵 。 这 样 的 怎 阵 可 以 用 来 表示 。 就 象 上 面 我 们 所 
看 到 的 ,对 于 代数 运算 , 它 和 数 下 等 价 。 

现在 假 屋 ,我们 有 某 一 个 群 的 可 移 线 性 表示 。 例 如 ,这 样 的 表 
示 由 下 述 形式 的 矩阵 来 实现 : 

Ds=X[As, Ba, 0s]X-!, 
其 中 互 是 某 一 个 筹 陈 而 中 间 是 一 个 准 对 角 甜 阵 。 作 甜 陈 
FF=£[hI, YU, mIlX!, 
这 里 中 间 的 准 对 角 短 阵 和 短 阵 Ds 中 间 的 有 同样 的 结构 。 不 难看 
出 , 短 际 了 和 所 有 的 短 阵 D 部 是 可 交换 的 。 实 际 上 : 
DaY =X[Aoh, Bo, Cam] I, 
并 且 同 样 地 有 
YD,=X[tdo, LBa, mOal To 

但 是 一 个 短 随 和 一 个 数 相 乘 时 它们 的 次 序 不 起 作用。 -此 外 ， 
假如 我 们 假 容 数 , 1 m 是 不 同 的 , 那么 短 障 了 不 是 单位 答 健 的 
倍数 。 实 际 上 , 它 显 然 有 不 同 的 特征 数 , 7 和 m 。 因 此 我 们 有 下 
述 定理 。 

定理 1I， 假如 烧 性 天 示 是 可 和 匆 的 ,那么 就 存在 一 个 短 阵 ， 这 
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个 短 耻 不 是 数量 短 午 ， 咎 ,关上 和 万 有 生成 这 个 可 的 线性 表示 的 敌 孙 
是 可 交换 的 。 

现在 来 肯 朋 逆 定理 也 成 立 , 妇 

定理 IIT， 假 如 存在 一 个 短 陋 了 了， ,不 是 数 基 短 隙 间 且 和 禾 性 性 
表示 的 短 阵 D, 都 是 可 交换 的 ;外 么 这 样 的 线性 表示 是 可 构 的 。 

这 样 ,根据 定理 的 条 件 , 对 于 任意 的 指标 6, 我 们 都 有 : 

DY=YD,, . (87) 
设 2 是 这 样 的 一 个 短 阵 , 密 的 行列 式 异 于 老 ， 大 有 所 有 的 短 
陈 4D.2-1 都 是 和 矩 陈 : ZD,2-1 一 Us。。 将 上 面 的 等 式 写成 : 
2Z-1U .ZY =Y2Z- 1U 2, 
从 左边 乘 上 2， 从 右边 乘 上 2G-1, 即 得 : 
UZY2"1) 一 (GZ7GTDD。， 
这 就 是 髋 ， 和 矩阵 ZY2-+ 和 玫 示 的 短 阵 的 全体 是 可 交换 的 。 这 
个 矩阵 显然 不 能 是 单位 筹 陈 的 倍数 ， 因 为 如 果 ZFG-= NI, 就 有 
了 一 I。 我 们 只 要 证 明 等 价 的 厂 性 表示 DU 是 可 锡 的 就 好 了 。 因 
此 我 们 定理 的 证 明 变 成 线性 表示 是 品类 示 的 这 种 情形 。 我 们 就 简 
单 地 认为 由 甜 阵 D, 租 成 的 线性 表示 本 身 就 是 -个 UU 表示 。 

殴 ja 是 矩阵 工 的 某 一 个 特征 值 。 由 [85] 我 们 知道 , 矩阵 
为 = 和 7 和 任何 称 阵 可 交换 , 因此 , 短 阵 王 一 5T 和 了 者 满足 条 件 
(87) ,就 是 说 和 答 陈 D, 都 可 交换 。 不 难看 出 , 矩阵 了 :二 了 一 MI 
的 特征 值 中 ,至 少 有 一 个 等 于 零 。 事 实 上 ,和 矩阵 六 的 特征 方程 是 : 

刀 ( 有 一 和信 7) 一 已 [一 (十 2) T=0, 

.这 就 是 说 , 它 由 了 的 特征 方程 以 (X-+ 和 1) 代 禁 入 而 得 莘 , 而 因为 短 
障 下 的 特征 值 中 有 等 于 入 的 , 因此 了 ;的 特征 值 中 至 少 有 一 个 等 
于 零 。 因 此 , 短 陆 了; 的 行 烈 式 等 于 它 的 特征 值 的 乘积 , 也 将 等 于 
疏 。 因 此 当 我 们 诈 明 定理 的 时 候 , 可 假 让 Ds 是 I 短 障 ,并 且 公 式 ， 
(87) 中 的 甜 陈 六 的 行 烈 式 等 于 零 。 
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V1=Y TT Ya Yn 
Wa ~ Yardi FT Yadla tT Yandon 


ornooeeersre rote tr est sionltes 


(88) 
Dn = Yu TF Yrada Ytin 


的 矢量 的 全 体 ; 式 中 忆 取 任意 值 , 而 ye 是 甜 阵 了 的 元 素 。 因 为 甜 
阵 工 的 行列 式 等 于 雳 , 故 系数 乍 阵 上 ywl 的 秩 小 于 mn。 假设 它 等 于 
某 一 个 数 "<n。 如 我 们 在 [16] 所 知 , 在 这 种 情形 下 , 公式 (88) 决 
定 某 一 个 + 亲子 空间 BB。 

考虑 等 式 
DPu=YDa (89) 
的 左边 。 

矢量 Ze 的 分 量 恰好 是 (88) ,因此 De7z 是 应 用 变换 Ds 汉子 
空间 已 中 一 个 任 准 的 矢量 上 去 的 结果 。 人 到 式 (89) 的 右边 是 应 用 
变换 了 到 矢量 Dott 上 去 的 结果 , 这 就 是 说 , 右边 的 分 量 也 是 由 公 
式 (89) 融 示 , 不 过 在 其 中 以 矢量 Di 的 分 量 代替 ta ra ,也 
就 是 说 , 公式 489) 的 右边 也 是 属于 子 空间 局 的 一 个 矢量 。 因此 ， 
将 左边 和 右边 比较 ,我 们 可 以 看 出 :应 用 变换 Du 到 子 空间 忆 的 矢 
量 仍 得 由 属于 这 个 子 空间 的 矢量 。 但 是 ,由 565] 我 们 知道 ,如 果 辽 
变换 保持 某 一 个 子 空 间 不 变 , 那么 它们 租 成 可 狗 卖 示 , 这 样 , 定理 
就 证 明了 。 

定理 开 和 TI 指出 , 疙 性 才 示 不 可 的 的 亢 分 必要 条 件 是 下 了 述 
事实 : 不 存在 一 个 与 形式 为 杂 的 短 阵 相 异 的 短 阵 , 和 生成 这 个 线 、 
狂喜 示 的 短 际 都 可 交换 。 

从 定理 了 可 直接 推出 , 在 [65] 的 定理 中 , 提起 表示 是 0 表示 
不 是 必要 的 , 拜 且 一 般 地 可 以 断 车 :假如 某 一 个 表示 和 的 所 有 短 阵 都 
使 某 一 个 子 容 间 保持 不 变 , 那么 这 个 表示 是 可 移 的 。 这 个 断 善 的 
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逆 是 最 然 的 。 
67. 阿 们 尔 群 和 一 阶 表 示 。 群 G 称 做 是 可 交换 的 ; 如 果 宅 的 
所 有 的 元 来 都 是 成 对 地 可 交换 的 , 也 就 是 说 , 对 于 任意 的 指标 ， 
GuGu 等 于 6.G。 。 设 4 和 4, 是 革 一 个 禾 性 雪 示 中 对 应 于 G。 
和 Gu. 的 矩 陈 。 梁 积 GuG。 对 应 于 4ds 而 箭 积 GaG6, 对 应 于 
A444。,。 但 是 上 面 所 提起 说 的 乘积 重合 ,因此 ,必须 有 : . 
‘Aa,Ao, A Ad,, 》 
”这 就 是 济 , 狂 成 可 交换 狂 的 纸 性 玫 示 的 矩 陈 是 成 对 地 可 交换 的 。 
假设 表示 是 Z 表示 , 即 所 有 的 甜 阵 都 是 7 答 陈 。 在 这 个 情形 
下 ;显然 存在 这 样 的 一 个 变换 U, 使 得 4.77-:! 都 有 对 角 线 形 [人 如]， 
这 就 是 诅 , 在 这 个 情形 下 , 某 一 个 等 价 线 性 才 示 完全 由 对 角 和 矩阵 
UAU-1= [8", ,.., hk?] 
所 组 成 。 - 
因此 我 们 看 到 ,在 这 个 情形 下 , 禾 性 表示 可 分 解 为 个 一 阶 发 
BO=p®? (s=1, 2, 让。 
这样, 可 交换 群 的 任 一 个 如 表示 都 和 基 一 个 一 阶 表示 的 集合 
等 价 , 并 且 在 化 为 等 价 表示 时 也 基 用 要 变换 。 
现在 来 讨论 一 些 可 交换 群 的 天 示 的 例子 以 及 一 些 非 交 换 群 的 - 


一 阶 表 示 的 例子 。 
例 工 ， 作 为 第 一 个 例子 我 们 来 讨论 由 元 素 
So=1, SS2， Ser (Sn 一 站 (90) 


所 组 成 的 m 阶 巡 回 ( 可 交换 ) 群 。 
如 果 元 索 8 对 应 于 六 性 变换 w' ==ww, 或 者 , 这 是 一 样 的 ,对 应 
于 数 w%, 那么 元 素 (90) 对 应 于 下 列 数 : 
工 OO02，… "to 


因为 S"= 了 , 我 们 必须 有 "二 1, 多 
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bP432 
@=6e », 


这 里 站 是 某 一 个 整数 , 显然 它 可 以 等 于 数列 0, I，2,…, 一 1 中 
的 一 个 。 

我 们 仔 绥 地 来 计 论 m 一 2 的 情形 。 这 时 有 

ISAS-I, 
这 就 是 说 ;S=57?。 当 8=0, 了 入 这 两 个 元 来 都 对 应 于 同一 个 
恒 等 变换 w 一 z 或 者 数 1; 当 1 一 1, 元素 了 对 应 于 变换 2, 而 
元 索 5 对 应 于 变换 %'= 一 0, 或 者 一 般 来 说 ,元素 工 对 应 于 数 1 
而 元 来 8 对 应 于 数 ( 一 了 。 在 物理 应 用 上 , 由 区 等 变换 和 三 维 空间 
对 于 原点 的 对 称 变换 : 
开 一 一 0 Y=~—Yy; 2 一 一 2 (8)。 

所 钥 成 的 群 是 很 重要 的 。 3 

显然 ， 这 就 是 m=2 的 情形 。 上述 两 个 表示 可 以 称 做 对 称 于 
原点 的 恒 等 表 示 和 变 号 圾 示 。 

例 2， 考 虑 转 血 2 轴 的 转动 群 。 这 个 群 的 矩阵 有 下 述 形 式 : 


了 = wos 0， | (91) 
sin p， cog 0 
此 外 大 满足 显然 的 关系 : 
LLn = Lo Ln — Looy 
这 是 我 们 早 就 知道 的 。 


画 数 ep 也 同样 地 满足 这 个 关系 。 
但 是 必须 注意 : 如 果 2=2m， 那么 转动 就 等 于 恒 等 变换 ,因此 
我 们 必须 有 oe"=1, 也 就 是 说 , 数 7 必须 是 1 一 天， 这 里 大 是 任意 
的 整数 。. 因 此 我 们 有 转动 攻 的 线性 玫 示 的 无 劣 集合 , 这 里 短 
阵 (94) 对 应 于 数 
epH。 . 
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给 整数 以 所 有 可 能 的 什 
.b= 0; 十 十 : 士 2， 

二 

例 3， 现 在 来 讨 苍 由 个 数 的 1 个 置换 所 组 成 的 群 。 我 们 
可 以 将 每 一 个 置换 与 数 ( 十 1 相对 应 ,这 样 就 得 到 所 谓 全 换 群 的 对 
称 窒 示 。 另外 , 我 们 可 以 将 第 一 类 中 由 偶数 个 对 换 组 成 的 每 个 年 
换 与 数 ( 十 攻 对 应 , 而 将 第 二 类 的 每 一 个 置换 与 数 (一 了 对 应 。 这 
样 就 得 到 所 谓 奸 换 群 的 反对 称 克 示 。 在 这 个 表示 中 交替 灶 中 的 每 
一 个 置换 都 对 应 于 数 (十 , 而 其 余 的 置换 对 应 于 数 ( 一 1 。 可 以 
证 明 ( 从 略 ), 上 壕 两 种 情形 ,已 经 概括 了 时 换 群 的 所 有 可 能 的 一 阶 
。 栽 性 表示 。 这 个 群 还 有 高 于 一 阶 的 另 一 些 表示 。-: 

例 4， 现 在 来 讨论 出 所 有 平面 的 实 正 交 变换 所 组成 的 群 , 印 
由 至 面 圈 炒 原点 的 转动 和 对 于 埋 的 对称 变换 同时 施行 所 租 成 的 
群 。 我 们 在 [ 钢 ] 知 道 ,这 个 群 的 矩阵 有 下 壕 形 式 ; 
ucosg, —~asingl| 


8, 由 = (92) 


sin pg， cosph 
其 中 对 于 单纯 的 转动 2 二 1, 而 对 于 转动 和 反射 同时 施行 , 4= 一 了 
除了 每 一 个 短 际 (92) 都 对 应 于 数 (十 了 的 显然 的 一 阶 绪 性 表示 外 ， 
我 们 再 可 以 作 另 一 个 一 阶 靶 性 卖 示 : 如 果 2 二 二 出 短 际 (92) 对 应 于 
数 (二 必 ， 而 当 4= 一 1 则 短 障 (92) 对 应 于 数 (一 D， 因为 当 两 个 短 
阵 (93) 的 & 同 号 时 ， 宪 们 的 积 对 应 于 单独 的 转动 , 而 当 4 异 号 时 ， 
蕊 订 的 积 对 应 于 转动 和 反射 同时 施行 。 
68、 两 个 变数 的 7 群 的 线性 表示 “现在 来 诗 哈 两 个 变数 的 
T 群 的 线性 表示 。 我 们 知道 ,这 个 群 有 形式 : 
人 4 一 CO4 十 DZay 
人 一 (98) 


其 中 复数 4 和 1 也 须 受 条 件 
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aad+bb=1 (94) 

的 限制 。 | 

作 (m 十 力 个 量 : 

如 一 2; 所 一 oa 2 一 人 (95) 
假如 我 们 取 如 一 21"*wb* 并 且 用 人 2 和 愉 的 表示 式 (93) 来 代 
忒 忆 和 邮 , 那么 显然 地 ,每 一 个 总 惟 刀 所 线性 天 示 , 因 此 群 (93) 
中 的 每 一 个 麦 换 将 对 应 于 由 变数 名 到 变数 各 的 一 个 线性 变换 。 
显然 ,变换 的 乘积 对 应 于 变换 的 乘积 ,因此 我 们 得 到 群 (98) 的 一 个 
(m 十 四) 阶 艇 性 表示 。 但 是 , 我 们 发 现 ， 这 个 表示 不 是 T 囊 示 。 为 
了 作成 一 个 如 表示 , 我 们 只 需 在 变数 (95) 中 , 对 每 一 个 变数 乘 上 . 
一 个 常数 因子 ,就 是 ,代替 (95) ,我 们 按照 下 壕 公 式 来 定义 变数 : 


一 和 
Mr (b=0, 于 m), (96) 
， Vm—E)! hl | 
同样 地 : 
， 1 m—kyl k 
i (=0, 1, …, m), (96,) 


和 通常 一 样 ,在 式 中 我 们 认为 01 一 1。 
我 们 来 验 明 : 在 变数 这 样 定义 之 下 , 我 们 的 表示 是 可 表示 ， 
邹 : 
总 外 到 = 加 h。 (97) 
事实 上 ,应 用 牛顿 的 二 项 公式 ,有 : 


me of A 


Ce | a 本 nk Ne 
m! 2 hn ml Py mn—h) 1 hl! CR 


LL 一 一 一 
同样 有 : mm! 名 716 一 《2021 十 0a0a)mo 


但 因 (98) 是 一 个 7 变换 : 


wit! TT = LT} tats 
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因此 ,可 推出 关系 式 (97) 成 立 。 
我 们 现在 来 米 出 所 建立 的 群 (98) 的 可 表示 的 系数 的 明显 形 
式 的 公式 。 为 了 这 个 目的 , 稍 改 一 下 前 面 用 的 记号 ,就 是 我 们 假 


a 。 
i : 


wi tipi! 
VITDI CI—D! 
在 我 们 以 前 的 符号 中 , 启 一 27， 因 此 当 m 是 偶数 时 , 9 是 一 个 
整数 , 而 当 m 是 奇数 时 ，7 就 等 于 某 一 个 奇 整数 的 二 分 之 一 。 例 
如 ,如 果 m==5, 那么 公式 (98) 猴 我 们 下 面 的 天 个 变数 : 


二 Q= —)， -7 十 1， j~—1, DD。 (98) 


vim 


i C2 V1v2 ; 9 1 
-VB1 ”各 Co ET 


. 1 一 全， 3 ;二 
于 MBI2l” 全 < 5 
在 这 个 情形 ,我 们 的 变数 不 是 用 前 太 个 整数 来 类 号 ,而 是 用 分 
数 来 往 号 , 和 这些 分 数 从 (一 立 ) 到 (十 号) 每 一 个 相差 1。 例 如 ,如 
果 汉 = 少 那 么 根据 公式 (98) 我 们 有 五 个 变数 : 


2 


二 汪 二 ws pe wi 入 关 wa 
EP VE ”AVI3 


2 wt 


mn; 2 有。 
这 里 变数 用 从 (一 2) 到 (十 2 的 整数 疆 号 。 对 于 每 一 个 固守 的 
mm 二 2, 在 矩阵 中 , 我 们 有 完 公 相同 的 行 和 烈 的 糯 号 ， 这 些 短 陆 是 
独 出 群 (93) 的 一 个 (27 十 了 D 阶 嫉 性 表示 的 。 
现在 来 决定 这 些 短 障 的 元 素 。 我 们 有 : 


7 wt! ti jt (Co 十 bo») 于 ( a bmi+ COa) 和 一 
= GQ-D! VGIDIOG-DI! ? 


我 们 必须 将 右边 化 为 量 w 的 线性 组 合 。 咎 题 二 项 公式 的 应 用 给 
出 : 
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4 名 号 二 De “i 页 ET 
x Gr Qitik Di br? Ek pst’ 
假如 我 们 认为 当 p 是 负 整数 时 ，21= ce， 那么 我 们 可 以 在 上 

述 公 式 中 根据 和 如 从 (一 co) 到 (十 ceo) 求 和 , 因为 所 增加 的 项 中 
包含 等 于 无 穷 的 分 母 的 因子 ,因此 等 于 雳 。 我 们 引进 一 个 和 的 新 
的 下 标 s8=j 一 $ 一 Vr 来 代 蔡 力 对 于 s 我 们 仍 可 以 从 (一 ce) 到 (+eo) 
按 整 值 或 者 整数 的 二 分 之 一 来 求 和 , 这 个 要 根据 j 是 整数 或 者 是 
整数 的 二 分 之 一 来 决定 。 因 此 我 们 得 到 : 


只 一 -3 1) ts 一 B10 A j+D)1 (7—D1 x 


s) Ith) 1 (8 十 一) 
X Qh-sgiti— Dktsibrpitspi ee 
Ns 
1 vo :一 人 /(7 二 3)1 (7 一 3) 1 ns 
因此 ,最 后 我 们 就 得 到 下 壕 形式 的 显 且 的 线 | 性 关系 : 
a pet MTDIO-DICG+S) OTs)! 
-OD ROD GImr dr 
X Qiksgi tk kts lb i : 
因此 , 对 于 已 知 固定 的 为 对 应 于 短 革 为 
a, bi 
一 2 a 
的 也 变换 (93) 的 (27 十 1 阶 碎 性 表示 的 甜 阵 的 元 素 是 : 


a 01 
| = 
Ne VOTDIOG-DIOGHS)I OTs)! 
OD DY TO DU Ii 
x WhitirBk tbs (99) 
这 里 指标 ! 和 s 取 下 列 一 系 值 。 


# 
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i 和 8s=—), —IT1, +, 9—1, 97, 
并 且 我 们 再 重复 一 源 : 如 果 了 是 整数 的 二 分 之 一 , 郑 么 短 熏 的 行 和 
列 疗 样 也 以 整数 的 二 分 之 一 来 着 号 。 注 意 到 当 p 是 负 整 数 时 ， 
21= co, 我 们 就 得 到 公式 (99) 中 对 求 和 的 范围 : | 
kh>0; b>l—s; FSI—s; FEI {100) 
将 甜 阵 化 为 相似 矩阵 ,我 们 可 以 而 出 公式 (99) 的 可 能 的 简化 。 
衣 4 是 一 个 元 素 为 wor 的 矩阵 , S= [561,…, 8] 是 一 个 对 角 短 阵 。 
应 用 一 般 的 乘法 规则 ,不 难看 出 短 阵 .S45~! 的 元 素 是 : 
SAS} pa= Sapo3r7o 
假如 现在 我 们 将 这 个 规则 应 用 于 短 际 
| 
| nl 
并 且 取 54= (一)*, 那么 在 到 式 (99) 中 因子 (一 了 D /就 消去 了 , 因 
此 在 以 后 我 们 将 认为 这 个 因子 是 没有 的 。 
现在 来 证 明 : 出 元 素 为 (99) 的 和 矩阵 所 决定 的 Z 群 (93) 的 萎 性 
者 示 是 不 可 锡 的 。 首 先 求 证 明 两 个 引 理 。 
引 理 I， 各 果 芒 一 个 对 角 短 随 , 它 的 对 角 粮 上 的 元 素 是 各 不 
根据 条 件 我 们 有 : 
ALS1, 7 64] = [01, …， 84]A, 
其 中 64 是 各 不 相同 的 。 琢 矩阵 4 的 元 素 是 wur 。 应 用 乘法 规则 ，、 
由 上 述 条 件 可 得 
4pa0u 一 oara 或 dya(64 一 6p) =0， 
因此 ,are= 0 如 果 299, 这 就 是 说 , 短 限 4 确实 是 一 个 对 角 短 陈 。 
换 的 , 4 中 至少 有 -一列 不 包含 一 个 等 ;那么 8 一 … 一 3，。 
将 托 阵 的 行 和 列 调 换 , 邹 化 为 相似 答 阵 ,我 们 可 以 使 不 包含 雪 
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的 那 一 列 在 第 一 列 。 在 这 种 变换 中 ,对 角 短 障 仍然 为 对 角 短 阵 ,并 
且 依 旧 和 我 们 的 年 障 可 交换 。 因 此 , 用 co 表示 短 阵 4 的 元 素 , 我 
个 可 以 认为 
an#¥0 (GG=1,2,., ， 
此 外 根据 条 件 , 如 前 面 一 样 有 : 
aa(6i 一 80 =0 (i=1, 2,., 0) ， 

由 此 可 得 9 一 …=, 因此 引 理 就 被 证 明了 。 

现在 来 证 明 由 竺 陈 (99) 所 决定 的 续 性 玫 示 是 不 可 鹊 的 。 融 了 
是 茶 一 个 (2j 十 了 ) 阶 短 障 , 它 和 所 有 的 短 陈 


a, b 
Dp 7 a| 
都 是 可 交换 的 ,其 中 Dj 由 不 同 的 4 和 2 而 得 到 ,并 满足 条 件 (9 和 4。 


”为 了 证 明 不 可 狗 性 ,只 需 放 明了 必须 是 数量 年 伍 。 首 先 着 典当 
b=0 而 4=e* 的 情形 。 这 两 个 复数 显然 满足 条 件 9。 。 


利用 公式 (99) ,我 们 首先 可 得 出 ， 
ea，0 加 
Do we 上 =0 尖 i 
而 在 这 种 情形 对 角 猴 上 的 元 素 是 
er, 0 
» < t2lo a . i we a 
DO” 。 -ee -i -itl i) 
因此 我 们 的 吞 陈 将 有 下 列 形式 : 
I 0， 0， 0 0 | 
im 0 0， 00; ， 0 
0 一 | 一 i202 
5 0 op 
| 0, 0, 0), ai 


这 就 是 议 , 对 于 适当 选择 的 a, 这 是 一 个 对 角 粮 上 的 元 素 都 不 相 局 
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的 对 和 角 甜 障 。 应 用 第 一 个 四 理 ,我 们 可 以 断定 , 和 矩阵 了 了 ， 它 必 须 和 
和 托 阵 (101) 是 可 克 换 的 ,也 应 蔷 是 一 个 对 角 乍 障 , 即 : 
Y= [3 …， 5]。 (09) 
现在 来 讨论 当 a 和 请 都 不 是 圭 的 情形 ;, 工 且 取 甜 阵 


的 第 一 列 。 短 阵 的 元 来 模 据 公式 (99) 面 决定 ,假如 我 们 在 那里 假 
没 := 一 j。 在 这 个 情形 ,不 等 式 (100) 锥 我 们 : 

b>0; Fl+I; PE2I; HSI+L, | 

Q=—j, 一 9 十 二 ,1—1, 力 ， 

由 此 显然 地 : 在 这 个 情形 下 ,到 式 (99) 中 出 现 的 和 都 间 到 同一 个 

项 这个 项 是 当 6 一 j 十 1 时 袖 得 到 的 并 且 不 等 于 夫 。 因 此 ,站 这 个 

情形 下 , 短 阵 了 3 的 第 一 列 确 实 不 包 合 零 。 但 是 对 胃 短 


障 (02) 又 必须 和 这 个 甜 陈 可 交 换 , 于 是 ,根据 引 理工 , 所 有 的 数 
2 都 是 相同 的 , 这 就 是 说 , 了 是 一 个 数量 短 障 。 因 此 答 际 


o 

Do 二] 实际 上 答 由 本 淤 (98) 的 一 个 不 可 区 六 性 走 示 。 办 

以 一 列 值 : | 
j=0 1 


1 3 
”了 3’ 2， 7 


我 们 就 得 到 无 限 多 个 这 样 的 禾 性 表示 。 当 j 一 0 时 ,我 们 得 到 恒 等 
炎 换 , 在 这 个 变换 之 下 , 群 (93) 的 全 一 个 元 素 都 对 应 于 数 1。 现 
在 来 讨 论 , 当 j>0 时 , 群 (93) 的 那 一 些 变 换 对 应 于 天 示 群 - 
De ， _ 
Di _ |] 的 后 等 灾 痪 , 这 个 变换 是 外 等 式 履 =y 或 同样 地 各 
等 式 | 
(am1t bra)!r!(— bo ars) ti tpg! 


{=—j, 一 和 二 tg 了 一 十， )) 
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所 决定 的 。 

设 j=1, 我 们 就 得 到 

(em 十 oa)3 一 0 

由 此 可 推 由 5 = 0 并且 上 列 恒 等 式 可 写成: 

otiat riot ring oiriod! (=—j, 一 9 二 一 二 3) 
因此 a2 一 1。 但 是 当 5=0 时 |e| =1, 因此 最 后 的 等 式 可 写成 

Q3 一 工 (一 一 旋 一 9 十 十， 9 了 9 一 工 ， 作 
和 如果 j 是 奇数 的 二 分 之 一 ,那么 我 们 可 以 全 1 去， 就 得 到 4=1。 
如 暴 7 是 整数 ,那么 等 式 a”=1 引出 02=1, 因此 ac= 士 1。 
,0 

因此 ,如 果 j 是 奇数 的 二 分 之 一 ,那么 群 Dx 二} 中 的 全 
等 所 对 应 于 (98) 的 恒 等 变 痪 , 这 就 是 说 , 这 种 情形 下 ， 
i 0 的 一 个 1 一 1 单 值 的 天 孙 。 各 果 j 是 一 个 矣 


数 , 郑 么 群 Di 人， ] 中 的 恒 和 省 对 应 子 群 (99 中 短 卫 为 


ee ; SS= | TT 1|--z 
0,—1l - 
,0 
的 两 个 变换 。 让 到 | 7 


,Db 
商 攻 [58] 的 单价 表示 。 奖 句 话 设 , 当 j 中 整数 时 , 志 示 D2] 


_ 中 的 每 一 个 变换 对 应 于 群 (93) 的 两 个 变换 , 这 两 个 变换 的 w 和 1 
位相 差 一 个 符号 。 

69. 赫 动 群 的 纺 性 索 示 “上面 的 结果 是 非常 重要 的 , 因为 U 
“ 群 (08) 和 三 内 罕 间 的 转动 知 有 着 紧密 的 联系 并 且 上 面 得 到 的 结果 
使 我 们 得 到 转动 群 的 一 些 不 可 航 表 东 。 

每 一 个 了 变换 (93) 都 对 应 于 确定 的 转动 , 而 且 同 时 改变 5 和 
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5 的 符号 所 得 的 UU 变换 对 应 于 同样 的 转动 。 贿 数 a 和 根据 公式 
[63] : 


MT 二 C 1 - 
4=0 st s 直 Bp; 5 一 i? sin 二 


6 (108) 


和 尤 拉 角 联系 着 。 
首先 讨论 当 j 是 整数 的 情形 。 在 这 个 情形 下 到 式 (99) 告诉 我 
们 :网 时 改变 e 和 的 符号 时 ,右边 的 项 不 政变 ,因为 在 这 个 情形 ， 
a, 5， 5 和 1 的 指标 的 和 等 于 侦 数 27 。 因 此 , 在 这 个 情形 下 , 欠 出 
同一 个 转动 的 两 个 变换 对 应 于 入 性 考 示 中 辐 一 个 短 际 。 换 名 
话说 , 当 j 是 整数 时 每 一 个 尤 拉 角 为 {a, B, ?] 的 届 动 对 应 于 各 性 
表示 孔 中 的 一 个 确定 的 知 简 。 现 在 儿 们 代 痊 了 _7 2]} 而 用 
Da, BY} (104) 
来 下 示 这 个 乱 阵 。 
如果 j 是 整数 的 二 分 之 一 ,那么 同时 改变 4, 5 的 符号 使 所 有 
的 表示 (99) 的 符号 都 改变 ,这 就 是 说 ,在 这 个 情形 下 ,产生 同一 个 
运动 的 那些 U 变换 对 应 于 不 同 的 短 阵 , 就 是 它们 所 有 的 元 迷 都 相 
差 一 个 符号 的 短 陈 ,也 就 是 说 ,在 这 个 情形 下 ,在 (104) 中 Dj; 的 前 
” 面 我 们 必须 放 上 两 个 符号 。 因 此 , 当 了 是 整数 时 ,矩阵 (104) 车 我 
们 转动 群 的 一 个 线性 表示 。 当 j 等 于 整数 的 二 分 之 一 时 , 严格 地 
说 ,我 们 得 不 到 线性 表示 。 在 这 个 情形 就 说 是 一 个 双 值 线性 考 示 。 
为 了 得 到 短 阵 (104) 的 元 素 的 表示 式 , 只 要 在 (99) 式 中 按照 公 
式 (103) 来 代 严 a 和 5。 因 此 ,去 掉 前 面 的 因子 (一 了 ,我 们 得 到 


E, SEM G+tOI~DIOGT)N GI! 
D{e,B, ls=s ‘> 1) HO- HIG reD I X 


x Eileiy COS2+i25 eg 于 Sin 了 对 一 总 B ,C105) 


0， 工 ， ,0, 0 
1, 0, …, 0,0 


化 为 等 价 囊 东 , 逆 么 情况 变 为 在 相反 的 次 序 下 对 家 行 和 列 ,也 可 以 
说 ,在 这 个 情形 下 , 值 7 和 8 变 为 (—D 和 (一 9) 。 因此 ， 代替 公式 
《105) ,我 们 可 以 写 下 另 一 个 公式 : 


SV TWO 十 访 1(07 一 六 107 十 9107 一 91 
WB hs yt 


x tatisy COS24 一 一 28+s 可 8 sa 可 B,， (106) 


而 且 , 利 用 [681 中 同样 的 方法 ,我 们 可 以 把 因子 i 去掉 。 
注意 一 个 简单 的 特殊 情形 。 当 5 一 0 我 们 有 一 阶 钱 性 表示 


4 中 一 9 


这 是 恒 等 表 示 。 当 j 一 冯 时 , 我们 有 27 二 12, 而 量 人 二 和 
5 就 简单 地 等 于 ww 各, 这 就 是 说 , 在 这 个 情形 下 , 口 群 是 它 自 
身 的 线性 表示 (相差 一 个 行 和 列 的 调换 ) 。 

对 于 运动 群 ,我 们 得 到 由 短 阵 


arm 8 


cos 玉 B， 
Da B， 放 = 


lie 


。 ICY 一 G) 
ie3 in 


一 i I 


Aicr+oa) : 11 
in 5 6, ez “oog 末 有 | 


所 决定 的 二 阶 双 值 表示 , 当 j=1 我 们 有 三 阶 线 性 表示 
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Di{a, B, 7}= 


= 1+oaA SinB oe 
iY+o) 一 Ci 一 oe， ET 一 下 - > 
n 2 2 二 
yi mm 
=| 8 wee, cos Bj et -人 vi 
ty-a) L— Cog a_Sin Bb. wl1+cosB 
| 


当 7 是 整数 时 , 禾 性 表示 Di{2,B,7} 答 出 转动 群 的 一 个 1 一 1 
单 值 表示 。 这 个 情形 可 以 直接 从 下 述 事 实 推出 ,每 一 个 ZDifa;B,7} 
对 应 于 群 (93) 中 的 两 个 短 陆 ,它们 只 相差 一 个 签 号 ,而 我 们 在 前 面 
已 经 提 起 过 , 这 样 的 矩阵 是 对 应 于 同一 个 加 动 的 。 假 如 j 是 奇数 
的 二 分 之 一 ,那么 每 一 个 转动 对 应 于 表示 Dj{a, B6, ?y} 中 的 两 个 
和 矩 陈 , 它们 只 相差 一 个 符号 。 特 别 地 , 转动 群 的 单位 变换 对 应 于 
Dy{a, 86, ?中 的 和 矩阵 士 五 , 其 中 五 是 (2 十 巧 阶 的 单位 短 障 。 如 
烘 限 制 Difay 6 站 中 的 变换 足够 地 接近 于 恒 等 变换 ,那么 Difa: 
B68， 2} 就 是 转动 群 的 一 个 单 值 表示 。 在 这 个 情形 , 在 一 般 的 公式 
(106) 中 只 要 限制 a, 6 和 ?7 一 一 是 够 地 接近 于 霍 。 但 是 假如 我 们 
加 2r 到 % 或 ?那么 ,因为 s 和 ! 是 奇数 的 一 牢 , 矩阵 Di{fc,8, 7 
的 元 素 都 改变 符号 ， 因此 我 们 就 得 到 实际 上 是 辣 一 个 转动 的 第 二 
个 表示 。 我 们 更 指明 : 民 直 有 的 家 代 喇 煌 动 夺 的 大 部 网 构 的 不 可 
狗 表 东 。 

因为 表示 D;{a, 86,7} 是 驻 动 群 的 不 可 舶 表示 的 全 部 ,那么 答 
阵 Dj{a, 86, 7Y} 必须 相似 于 敌阵 D{a, 686, 7}，, 这 个 短 陋 对 应 于 万 
拉 骨 为 {a, 68, 7} 的 空间 转动 。 在 [63] 我 们 看 到 , D 一 Zs。o2y, 连 
篆 右 边 的 矩阵 ,我 们 得 到 : 

礼 s 

cog a Cos y— Sin a cos B sin 7, —cosasiny~sine cos B cosYy, sina sinB 


一 | sin a cos ?十 cog a cos BBin y,— Sin a gin 7?y 十 cog ccos B cosy,— cosa cos pl 
Sin B sin y, Sin 8 cos y, cosB 


、 
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莽 且 不 难 验 明 公 式 : 
4Pi{fa B, 7 4 一 Da， B, 7}, 
i1, 0, i a 
其 中 =i,0， 一 ?| 
0, V2i,0 


“90. 关于 转动 群 的 单纯 性 的 定理 “我们 现在 来 证明 村 动 群 是 
单纯 群 ,这 就 是 说 , 它 没有 正规 子 适 [58] 。 假如 有 这 样 的 子 群 , 那 
么 在 [63] 已 指出 , 它 必 须 对 应 于 行列 式 为 1 的 变换 (57) 的 群 G 的 
一 个 正规 子 作 ,这 个 正规 子 烙 与 由 且 及 (一 加) 所 组 成 的 正规 子 群 
地 不同。 因此 我 们 只 要 证 明 : 群 G 没有 异 于 五 的 正规 子 群 ,也 就 
是 说 ;我们 必须 指明 , 如 果 群 G 的 正规 子 群 互 ! 包含 短 阵 4， 不 同 
于 加 和 (一 及 ), 那么 了 Hi 与 G 重合 。 首 先 注意 , 如 果 Hi 包含 村 
一 个 短 陈 B, 那么 由 正规 子 群 的 定义 , 它 必 须 包 含 所 有 的 短 陈 
U-1BU, 其 中 了 是 群 G 的 任 一 个 短 陈 。 用 适当 的 证 法 选择 矩阵 
D, 我 们 可 以 得 到 群 G 的 任意 一 个 和 短 阵 BB 有 相同 特征 值 的 矩 
阵 。 因 此 ,为 了 征明 政 与 G 重合 , 只 需 永明 五 包含 有 任何 可 能 
的 特征 值 的 短 阵 , 这 些 数 必须 有 so 和 6-* 的 形式 ,其 中 心 是 一 个 
实数 ,因为 是 UU 短 障 , 而 且 它 的 行列 式 等 于 1。 

在 上 面 指 出 ,我 们 可 以 取 答 阵 UV-+4D 来 代替 4， 因 此 可 以 认 
为 4 是 一 个 对 角 短 陋 。 
这 样 ， Hi 必须 包含 一 个 敌阵 4 一 0 er}, 北 中 9 是 实数 
并 且 or 闫 十 1 。 因 此 4-=~ [er-e, so]。 取 G 中 任 一 短 陈 ; 


| by 一 
2 4 (sz+yy=1), 
在 此 vt 


o 
yg, wl 


因为 子 群 于! 包含 4 关 且 是 正规 子 群 , 它 必 须 也 包含 短 午 : 
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Y=A(UA-D-Y), 、 

将 矩阵 过 深井 应 用 等 式 zz 十 yy =1, 我 们 就 得 到 短 障 了 的 迹 3 的 
”下 列表 示 式 
s=2—4yysin?g=2—4p’?sin?9, 
殿中 p= |y| 可 以 取 区 问 0<p<1 中 的 任意 值 , 并 且 sinp 尖 0。 甜 
障 了 的 特征 值 (6*, o- 中 是 下 烈 方程 的 根 : 
2 一 8 十 1=0, 即 )2- 二 (4pzsin2g 一 2) 和 1 一 0。 

当 p 从 po=0 到 p= 工 改变 时 ,wa 取 从 ac=0 汉 ww=29 的 值 。 引 进 下 
述 符号 : 

Uo 一 [ee 
从 上 所 述 可 推出 : 豆 : 包含 所 有 的 敌阵 五 0<a<2p。 现 在 已 翅 
不 难 指出 豆 : 包含 任意 的 矩 陈 Use(B6>0) 了。 事实 上 ， 选 正 整数 mw 


使 得 满足 不 等 式 0< 久 <2p。 于 是 事 , 包含 Ua, 而 因此 也 包含 
LA 一 De。 


因此 五, 包含 有 任何 特征 值 的 矩阵 , 由 上 所 了 述 , 旋 和 G 重合 。 因 此 
我 们 永明 了 :转动 群 是 一 个 单纯 群 。 

由 此 直接 推出 , 转动 群 不 可 能 有 准 同 构 (不 是 同 构 的 ) 表示 。 
事实 上 ,如 果 有 这 样 的 表示 ,那么 对 应 于 志 示 群 中 恒 等 变 换 的 那些 
转动 租 成 一 个 正规 子 群 ,而 这 是 不 可 能 的 。 

红 ， 拉 普 拉 斯 方程 和 等 动 群 的 线性 表示 “我 们 现在 求 说 明 群 
的 线性 帮 示 和 微分 沪 程 癌 的 关系 。 这 个 关系 是 线性 表示 在 近代 物 
理赔 题 上 的 应 用 的 基础 。 我 们 从 拉 普 拉 斯 方程 的 最 简单 情形 开始 
[II, 198] , 它 不 粘 我 们 什么 新 的 东西 而 只 是 用 来 说 明 一 般 的 间 
题 。 首 先 确定 几 个 一 般 事实 , 宅 们 在 群 的 科 性 卖 示 的 问题 中 是 很 
重要 的 , 屁 个 的 特殊 情形 在 前 面 提起 的 几 个 例子 中 我 们 已 经 知道 
的 
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讽 群 G, 它 的 缕 性 克 示 已 构 构 成 了 , 是 一 个 你 阶 的 线性 变换 
群 : 
一 0 二 2) - (107) 
其 中 指数 “标志 群 G 的 元 素 , 它 可 以 取 有 逼 有 了 眼 个 或 无 穷 个 值 。 再 
假设 ,有 mm 个 画 数 
Door Or) (s=1, 2 m) (108) 
它们 是 这 从 的 ; 当 独 立 变数 按照 公式 (107) 变换 时 ,这 些 画 数 也 多 
受 某 一 个 米 性 变换 : | 
ga Coy Dh) = AP 1 (01, 1 Bn) gn (V1 Wn) 
(s=1, 2, .…, mm) (109) 
此 处 我 们 有 元 素 为 a 的 甜 阵 4, 对 应 于 群 的 变换 (107)。 
考虑 群 的 两 个 变换 
(C2 oy Wh) = Ga, (oo , 
(04, ON) — Go (0 1) 
Gi, = Gra, o 
夯 数 (108) 对 应 的 变换 是 : ; es 
Ps Vi, Vi) = 1 D1 Di) ta gn, (Pry Wi) 
i (1101) 
及 
Ge (V1 ,WH) = pI Da) a pn (Vy Wo 
(110;) 
在 (110s) 中 用 gs(w1,…, 4) 的 表示 式 (1101) 来 天 示 它 们 ,就 
有 用 os (oz on) 来 表 9p,《%1，…, m0) 的 直接 关系 , 这 个 关系 络 
出 垂 际 4u 。 因 此 我 们 有 


1 
{Aa,}ir= 站 oo， 部 4 一 4.， 4 


公式 (109) 显然 决定 了 群 G 的 一 个 色 阶 线 性 表示。 在 上 面 的 讨 花 
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中 我 们 认为 丽 数 w, 是 线性 无 关 的 。 在 这 个 条 件 下 ,变换 (109) 完 
从 和 单 值 地 决 窟 了 持 且 D(46) 0, 因为 否则 9s (中 tx) 就 要 
是 线性 相关 的 。 
特别 当 建立 7 群 的 粮 性 表示 时 , 画 数 9p。 就 是 西数 (96.) 。 
假设 G 是 三 厅 空 间 的 转动 群 , 因 此 mw=3, 及 假设 面 数 9。 
一 个 以 原点 为 中 心 的 球 K 内 是 正 交 标准 的 , 即 


[|e (Ca Ya, Va) Pa (Tt1y Pay Va) Av1 dra drs = yq o (111) 
- ”现在 来 说 明 , 罕 这 个 情形 下 , 转动 群 的 科 性 窒 东 (109) 是 UU 表 


示 。 事 实 上 , 边 动 G6 的 业 果 , 球 变 为 自己 ,并 且 我 们 知道 G 的 
行列 式 等 于 1。 条 件 (111) 准 我 们 : 


|| fp, 0 0) Fe, Br dn dh dh = dos 
x 
或 者 由 于 (109) ; 得 : 
人 名 dpdoi， oo) 2 pa 2 007 PHL1, ta» V3)] Gh Gh CO 一 Opg o 


转 到 变数 (xx oa oa) , 由 于 在 三 重 积分 中 的 变数 变换 规则 ,我 “ 


们 必须 直接 以 dz dza dos 代替 do do2 do 然后 对 于 同一 个 球 玉 积 
分 。 由 于 条 件 (1LD 我 们 有 


阅 o825 罗 -av (2D，9 一 1， 2，…， m), 


其 中 ,和 通常 一 样 ， 当 2 关 g 时 ，8o 一 0 而 So 一 寺 即 在 这 种 情形 ， 
矩阵 和 4 中 的 每 一 个 的 行 都 是 正 交 的 , 因此 它 的 转 雷 答 阵 的 列 是 下 
交 的 ,由 [28] 它 的 行 是正 交 的 ,这 就 是 说 ,原来 的 答 陆 的 行 和 列 都 
是 正 交 的 , 或 者 换血 话 膏 , 甜 阵 4 实际 上 对 于 任 一 个 。 都 是 一 个 
0 甜 阵 。 

现在 末 庄 花 合 有 两 个 变数 的 拉 普 扩 轿 方程 
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O17 OD _ ， 
Dos 和 oy 0 


(112) 


或 者 用 矢量 卖 示 J 
div grad U=0, (1138) 
取 wz, y 的 一 个 ! 突 齐 次 的 多 项 式 : 
pit, Y) =a0v! -Faw yt opm yr+t ay 。 (114) 
要 说明 ,存在 两 个 形式 为 (114) 的 简 性 无 关 的 多 项 式 ,它们 是 
方程 (112) 的 解 ,并 且 每 一 个 由 齐 ! 次 多 项 式 所 表示 的 方程 式 (112) 
的 解剖 是 它们 的 常 系数 的 线性 组 合 , 事 实 上 ,多 项 式 (114) 的 系数 
和 截 公 式 


四 工 gi1(z, Y) 
QDIB! 一 ZK 


Qz 
所 表示 sg 
但 是 这 个 多 项 式 又 必须 满足 方程 (112) ,因此 ,因为 方程 (112) 
可 改写 成 : 
O00 __oU 
Oy> DO2 1) 
所 以 我 们 可 以 将 同时 改变 符号 的 对 2 的 双重 积分 代 炊 对 gy 的 双重 
积分 。 . 
因此 我 们 可 将 wz 才 成 : 


[4 [3 

一 十 可 放 而 或 呈 圭 2 [而 5 ， 
印 多 项 式 (114) 所 有 的 采 数 都 可 用 co 和 ci 来 表示 。 这 个 车 验 告 就 
我 们 ,不 可 能 存在 多 于 两 个 的 线性 无 关 的 1 次 齐 次 多项式, 满足 方 
程 (112)。 现 在 来 说 明 , 这 样 的 两 个 不 同 的 多 项 式 事实 上 是 存在 
的 。 为 此 ,我 们 来 考虑 齐 次 多 项 式 

ar(2 Y) = (t+iy) 
去 括 约 开 分 开 硬 实 部 分 ,我 们 得 到 : 
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oi(%, 9) = p15, 9) Tidy, YW) 
其 中 91 及 由 都 是 1 次 齐 次 实 多 项 式 ,并 日 是 彼此 和 钱 性 无 关 的 。 敏 
分 wi(%， y) 9 得 : 
0 Ceti) ES ~ 


=—1(—1) (w+iy)"?, 

这 就 是 说 ,ou(z, g) 满足 方程 (112) 。 因 此 ,同样 可 指 昌 它 的 感 实 
.部 分 也 各 各 满足 这 个 方程 ,这 就 是 说 ,多 项 式 wo Y) 和 由 (%) 从 
” 烙 我 们 两 个 所 要 求 的 方程 (112) 的 解 。 引 进 极 坐标 

v=7 COS 9; y=7sSINn 9g, 

由 此 ~ Wi(2, Y) =rer? 。 

于 是 多 项 式 o: 和 山 就 有 非常 简单 的 形式 : 
gil%, Y) = coslg; hw, Y="rsinlgpo 
施行 以 角 国 磷 原点 的 了 了 面 的 旋转 : 
| 
Y'=% gin 8+ycos$o 
不 难看 出 ,在 这 个 变换 之 下 ,方程 (112) 保持 不 变 , 郎 ,正确 地 
说 ,在 新 的 变数 下 , 沪 程 的 形式 完全 象 


DT ,0U 
Bir m0 Dy (116) 


这 个 可 以 应 用 翁 式 (115) 和 复合 画 数 的 微分 公式 直接 葵 明 。 
中 外 ,所 说 情况 可 从 下 列 事实 查 接 推出 :方程 (113) 的 左边 有 确 党 
的 意义 , 它 不 随 坐 标的 选择 而 改变 , 因此 , 对 于 任何 的 直角 坐标 黎 
有 同一 个 形式 。 多项式 w(o', y) 和 册 (%',Y) 必须 满足 方程 
(116) , 随 之 而 满足 方程 (112) 。 因 此 它们 必须 彼 i(2,9) 和 山 (2,9) 
所 纺 性 下 示 。 这 就 钦 了 我 们 不 面 亚 动 群 的 一 个 线性 考 示 。 
， 取 另 两 个 多 项 式 来 代替 上 述 多 项 式 , 前 者 是 后 两 者 的 线性 和 钥 
合 : : 


(115) 
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pi %,Y) = p17, Y) —iyily, DD; 
Wi, Y) = 91(%, Y) +iydly, Y) 
V0 ) = 0—iy)! ree; 
He, YW) = 04) roe, 
这 两 个 多 项 式 输 出 下 述 变 换 : 
pi (0', Y) =r D0 Wl (oO Y), 
| oy) = rien ep (wv, Y), 
即 , 挛 换 (115) 对 应 于 米 性 卖 示 中 的 短 阵 
| Ca 0 
10， ew 
其 中 角 台 可 以 取 任 意 的 值 。 从 短 障 的 形式 可 以 交接 看 出 , 这 个 线 
性 表示 是 已 较 的 , 它 痊 出 被 数 o-* 和 ex 所 决定 的 两 个 一 阶 议 性 
下 示 。 在 所 有 上 面 的 讨论 中 , 整数 ! 可 有 任意 值 。 因此 我 们 得 出 
了 在 面 转动 群 的 那 一 些 烧 性 夫 示 ,关于 它 我 们 在 前 面 [69] 已 叙 计 
葵 过 了 。 
现在 来 时 论 三 个 变数 的 科普 拉 斯 方程: 
5 


妈 


>» 


(117) 


divgradU=0。 “ (118) . 
考虑 三 个 变数 的 次 齐 次 多 项 式 
me， yy 2 = 0 L,Y) 1 Y) 2 
十 他 1(2, 9)z 十 全 1:(%, 9)， (119) 
其 中 Xus(z, g 是 0 9 的 上 次 齐 六 多 项 式 。 每 一 个 这 样 的 多 项 式 
Xs《w,y) 包含 (% 十 1) 个 任意 的 系数 , 因此 总 的 三 个 变数 的 齐 ! 次 
多 项 式 就 包含 下 烈 个 数 的 任意 的 系数 : 


1+24+3++ C+D) -=D 。 
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将 (119) 式 代 太 方程 (117) , 从 左边 得 到 一 个 《一 2) 次 齐 次 多 
项 式 ,让 它 的 系数 等 于 雾 ,就 得 到 多 项 式 (5,9, 罗 的 二 C 
个 未 知 系数 的 《3! 个 卉 次 方程 。 我 们 有 


(CHTDOH 人 3 (DT 
3 2+1, 


因此 多 项 式 gj(z, y, 2) 中 至 少 有 (27 二 了 D 个 系数 是 任意 的 ,也 就 是 
说 , 至 少将 存在 (21 十 IT) 个 线性 无 关 的 齐 ! 次 多 项 式 , 满足 方程 
(117) 。 应 用 前 面 对 于 两 个 变数 的 同样 的 方法 , 可 以 指明 , 它们 不 
超过 (27 十 1) ,也 就 是 褒 , 愉 好 是 (21+1) 。 用 
po, 加 区” =1, 2, 7, A+D) 

米 表 东 它 们 。 

如 果 、 (oo —U (wv, y, 2) 
是 三 蕉 空间 的 某 一 个 图 纱 原 点 的 转动 , 戏 么 方程 (117) 保持 不 变 ， 
因此 多 项 式 Wi (zc, y, 2) 烙 出 三 灯 空 间 转 动 群 的 某 一 个 (21 二 四 阶 
六 性 表示 。 | 

在 以 后 我 们 将 仔 革 说 明 这 些 调和 多 项 式 的 理论 , 并 且 导 出 它 
。 们 的 显 式 。 我 们 看 到 ,它们 永远 这 样 地 稚 选 择 :它们 是 在 一 个 任意 
的 以 原点 为 中 心 的 球 上 正 交 的 和 标准 化 的 。 在 这 个 情形 之 下 , 它 
们 生成 的 苇 动 群 的 狠 性 表示 是 本 表示 。 可 以 指出 , 它们 恰好 是 与 
表示 Difa, 86, 7Y} 等 价 的 一 个 米 性 表示 。 以 后 我 们 将 要 讨论 这 个 
问题。 . 

”93. 短 阵 的 直接 乘积 、 设 有 两 个 矩阵 
Wl1y W139 QT Dil， pa， 人 Dam 


aly 033 02n 


A4A= 


和 B= bz1, Daa, “ys ban ; 


| Uniy nay ***» Cnn 1 Briy bina, 3 | 
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第 一 个 是 % 阶 而 第 二 个 是 mw 阶 。 租 成 一 个 新 和 矩阵 0, 它 的 元 来 是 
Cu 是 由 短 阵 4 的 每 一 个 元 素 及 乍 障 B 的 每 一 个 元 素 相 乘 而 得 
到 的 : 
{OC}on = Cum—= iy bi 6 (121) 
在 这 个 情形 , 第 一 个 指标 是 两 个 整数 (i, j) 而 第 二 个 指标 也 
是 两 个 整数 (%, D) ;而且 
,P=1, 2,*…, Nn, 
j, 1=1, 2, ,mo 
换 名 新 说 ,在 这 里 我 们 有 特别 的 行列 的 名 称 , 就 是 : 行 和 列 都 
用 两 个 整数 米 舌 号 ,而 且 第 一 个 数 取 从 1 到 % 的 值 ,而 第 二 个 数 取 
从 工 到 加 的 值 。 当 然 ,我 们 可 以 用 一 般 的 方法 来 将 行 、 列 粳 号 , 即 
直接 用 一 个 从 1 到 wmz 的 整数 来 针 号 ,而 且 每 一 对 数 (人 力 或 (有 力 
在 新 的 炉 号 下 对 应 于 一 个 确定 的 整数 ,并 且 如 果 两 对 值 相 同 ,那么 
它们 就 对 应 于 同一 个 整数 。 可 以 有 不 同 的 方法 来 用 整数 篇 号 。 从 
一 个 方法 到 另 一 个 方法 引起 行列 的 同时 负 换 , 即 变 为 相似 答 阵 ,这 
在 以 后 不 起 什么 作用 。 
短 陈 C 叫做 短 陈 4 和 呈 的 直接 乘积 ,一 般 用 
C=AxB (122) 
玉 裘 示 。 
在 这 个 新 的 乘积 中 因子 的 次 序 不 起 作用 。 
例如 ,假如 两 个 矩阵 (120) 都 是 二 阶 的 。 那 么 它们 的 让 搂 乘 积 
就 是 一 个 四 阶 甜 阵 ,我 们 可 以 把 它 写 成 : 


| Qi1D12, Gib11, Qi2012 | ez G11: 12) Cil: 219 C11; 22 
0-| G11021, Q11023, CisDa1, Q12D2s ah | C12; 11» C12;12, C12;21, Cip 9 
Qa1D11, A21012, Gasb11, G22D12 ,C21; 113 C21:;12) C21;21) C21;22 
Gaiba1, L2102a, Ga2ba1, asab2al liC22;11) C22:12, C22; 21) C22; 22 


或 者 可 同时 将 行 和 列 作 一 个 谓 换 。 
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假设 4 和 了 3 等 是 对 角 短 际 
A=[y1 71]; B= [61, +, 04]。 
这 种 情形 下 , 当 i 尖 8, 7 关 7 时 a 二 0, bx=0 因此 由 于 (121) 
cw 仅 当 ,站 与 (6, 站 重合 时 , 05;#n 才 不 综 于 寺 , 部 矩阵 C 也 是 
对 角 的 , 它 的 对 角 和 嫉 上 有 所 有 可 能 的 数 yx 与 数 8 的 乘积 。 如 果 
所 有 的 Ys 及 6 者 等 于 1, 那么 C 也 是 单位 敌阵 。 因 此 我 们 有 
过 定理 。 
定理 TI， 两 个 对 角 短 阵 的 交接 乘积 是 对 角 短 陈 , 两 个 单位 短 
际 的 直接 彝 积 是 单位 短 陈 。 
现在 来 证 明 下 述 定 理 
定理 开 ， 如 果 44) 和 492) 是 两 个 周 阶 和 矩阵 而 Bad 和 BC) 也 
(oOxBen (4GDXBd) 一 eaxBaBm。 (123) 
.注意 , 当 我 们 不 用 任何 符号 而 写 下 两 个 同 阶 甜 阵 时 ,永远 表示 
演 两 个 短 伍 的 普通 的 乘积 。 用 带 有 两 个 下 标的 对 应 的 小 写字 母 玫 
示 生 别 的 元 素 , 由 直接 乘积 的 定义 ,我 们 有 : 
{A x B®} 全 z=0 六 人 (t= 1 2) 
应 用 答 陈 一 般 线 法 的 规划 ,对 于 等 式 (123) 左边 的 元 染 , 得 到 下 迟 
公式 ; : 
2 (124) 
要 说 明 , 对 于 右边 的 元 卖 也 有 同样 的 公式 。 根据 一 般 琛 法规 
则 ,我 们 有 


{14849}w= 祝 8; {BB%}y= 六 丈 砷 ， 
因此 根据 直 楼 乘积 的 定义 : 


La bad 
ek 2 工 2 1 
Qy; = pal ac 入 > 0 人 05， 
E 4 
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这 与 (12 信 重合 。 现 在 来 让 明基 于 直接 乘积 的 最 后 一 个 定理 : 
定理 TII， 如 果 4 和 卫 是 IT 矩 陈 , 独 么 它们 的 直接 乘积 也 
是 本 短 随 。 


根据 定理 的 条 件 我 们 有 : 
3 tsp Goa = Hp; 2 bsp sq = pg o (125) 


对 于 筹 陈 0 模 据 列 来 验 明 它 的 正 交 单位 条 件 并 按 列 表示 成 : 


Le Pe 
人 2 C1; pgs Ce; ps0s — prgs; ragss 
各 全 


- 


邵 , 由 于 (121): 
Spigs; ps0s = 之 名 ip Dip bsa D0, = 疡 GD CHfy、 癌 Di Dias 。 (126) 


由 (125) , 如 果 数 对 (P191) 和 (po, 93) 不 同 , 那么 (126) 有 有 边 
的 因子 中 至 少 有 一 个 等 于 等 ,而 如 果 这 两 对 数 重 合 ,那么 因子 痢 等 
于 kk 因此 ,如果 所 提起 的 数 对 不 重合 *6ro; no 等 于 喜 , 如 果 这 两 
对 重合 ,就 等 于 1, 这 就 证 明了 我 们 的 定理 。 
显然 ,我 们 可 以 在 两 个 矩阵 的 直接 和 梁 积 上 再 和 滋 (直接 梁 ) 上 一 
全 年 陈 , 因此 而 得 到 三 个 手 阵 的 直接 王 积 
AD x A X A 。 
， 沿 用 前 面 的 符号 ,我 们 可 以 用 
| Cu vv = a a a 
素 表 示 新 矩 健 的 元 素 。 
用 类 似 的 方法 可 包租 成 任意 有 了 跟 个 甜 阵 的 直接 雪 积 , 而 且 深 
积 是 一 个 矩 障 , 兆 的 阶 等 于 因子 的 阶 的 溢 积 。 因子 的 次 序 没有 关 
采 。 “ 
338. 群 的 两 个 线性 窒 示 的 合成 ” 设 有 基 一 个 元 素 为 G4 的 群 
G 并 假设 这 个 群 的 两 个 线性 表示 
WW=aPot Toads, (=1,2,.%, %) (127) 
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9 | 


=b 和 b=1, 2, 1 m0) (128) 
为 已 知 , 其 中 指标 “ 取 一 个 有 限 或 无 穷 集合 中 的 值 。 我 个 用 4 中 


和 Be 表示 变换 (127) 及 (128) 的 短 阵 并 组 成 它们 的 直接 骤 积 


CD) A A® x B®™ ; (129) 

要 证 明 , 短 隆 Co 也 答 出 群 G 的 一 个 线性 表示 。 事 实 上 ; 群 G 
的 每 一 个 元 素 Gs 对 应 于 乍 阵 Cm; 季 积 Gs, Ge.= Gu 对 应 于 乍 陈 
OeaOoo, 由 于 (123) 它 由 下 公式 决定 

OO (A x 了 Bo (do x Boe) = 
(A 4(o) x (BEIBe ”» 
但 因 短 阵 4 和 B® 欠 出 群 的 弹性 表示 , 帮 
dd4(o) 一 4 有 日 了 CDBCo 一 Be 

因此 ， CO 一 Ca x By, 
即 由 (129): OO = Oe 

因此 , 元素 G6 的 聚积 又 对 应 于 对 应 短 际 Oo) 的 乘积 , 故 这 些 
甜 笨 狂 出 群 G 的 一 个 新 的 线性 表示 。 在 此 我 们 注意 , G 的 单位 元 
过 对 应 于 单位 答 陆 4 和 Be@) 的 直接 乘积 , 即 单位 甜 阵 Cmw。 

组 成 wn 个 双 积 zgz 并 对 每 一 个 乘积 作 变换 (127) 及 (128) 。 
我 们 就 有 : 

Wi Y= (AD wi ta vn) (DP YF + ON Yn) , 
或 者 ,去 括号 得 : 
Wh bp >, Cf pa Wr Ya 
$=1" &=1 

其 中 0 拘 o 一 < 信 0 季 ， 
序 : 如 果 %% 和 WW 其 由 矩阵 4 和 B® 所 决定 的 线性 表示 的 对 旬 ， 


A 人 ~- 


果 4 中 和 BH 葵 出 不 可 航线 性 玫 示 , 那么 甜 陈 Go 不 一 定 葵 出 不 
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可 航 业 性 梁 示 。 在 以 后 我 们 将 仔 和 地 讨论 邪 种 情形 : 群 G 是 三 绑 
空间 的 转动 嫩 ,而 4 中 ,BB 是 这 个 群 的 两 个 不 同 的 不 可 区 线性 表 
示 , 它 们 是 我 们 在 [69] 中 建立 的 。 我 们 指明 ,在 这 各 情 形 ,乘积 
Dn{a, B, 7} x Dis{o, B, 7} 
是 可 物 的 ,并 且 我 们 要 制 浙 , 它 可 以 由 怎样 的 不 可 约 故 示 所 组成 。 
作为 一 个 鲍 邓 ,我们 来 考虑 原子 炉 的 正 电场 中 两 个 电子 的 希 吕 丁 格 (Schridinger) 
方程 ,这 个 方程 的 形式 为 : 


的 8， 押 本 
[ CE (3 + Bt G3 )+7] y=By, (180) 


其 中 
ya eseo 
避 VT 2 MU) yt Cos) 
这 里 常数 有 通常 的 意义 。 在 三 的 堆 式 中 的 第 一 项 在 电子 互相 作用 时 发 生 。 如 果 我 们 
在 第 一 近似 信 中 忽略 这 种 棚 五 的 作用 , 异 么 等 式 成 为 : 


(131) 


(HitH2)y=By, (18%) 
7 22 O02 的 zen- 本 
其 中 Hs —-grmr (t+ 后 )-J (s=1, 2)o 
假 波 单独 的 方程 ; 
Iy= Ly; Hoy=By (188) 


有 特征 伞 及 和 Bs 及 对 应 的 特征 滑 数 
lm, Hs 81) A yals2, Wa, Hi) 
朗 
Tt 一 IN 和 五 zya 一 Poyeo {184) 

如 果 我 们 将 y= Yi 1) ya (aa ya, #2) 

代 太 方程 (182) ,浪人 么 由 于 (184) ,显然 可 得 到 
(Hi+ Ha) y=yHiy ty Ho (Bit Es) yya= (Bi+ Eo)y, 

即 , 汶 程 (32) 有 特征 栈 数 加 Yo, 汤 对 应 于 特征 信 ( 瑟 十 Bo)。 方 程 (133) 的 左边 包含 拉 
普 拉 斯 运算 子 和 从 原点 到 点 的 距离 ,因此 , 当 我 全 施行 三 灯 空 曾 图 弹 原 点 的 转动 时 , 在 
边 保持 不 变 。 可 以 认为 在 方程 (138) 第 一 个 中 , 特征 储 吾 =B1 对 应 于 茶 一 些 特征 西数 
妆 。 所 有 这 些 陋 数 是 方程 的 解 , 粉 出 转动 群 的 一 个 米 性 类 示 , 它 匀 完 会 和 [69] 中 的 齐 
次 多 项 式 一 样 , 烛 我 们 已 款 动 合 的 一 个 才 示 。 假 设 这 是 卖 示 Din{%, 8, Y}。 国 样 地 ， 
对 于 已 知 的 特征 信 吾 一 Bo, 解 导 33) 的 第 二 个 方程 ,将 得 型 屿 动 群 的 某 一 个 毋 性 考 示 。 
志 上 所 示 , 乘积 yiys 莘 我 们 转动 群 的 一 个 烧 性 粒 示 , 它 和 直接 乘积 DjiX Dis 重合 ,着 
且 对 于 方 稳 (132) 的 对 应 的 特征 什 ( 吾 -十 2) 的 物理 特性 来 对 ,把 那些 出 现在 其 中 的 不 
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可 鞠 慌 示 从 这 个 天 示 中 区 分 出 来 是 重要 的 。 这 个 情形 在 微 抗 答 (TeopE Bosxymexni， 
又 沽 作 扰 动容 或 摄 动 芥 ) 中 很 营 要 。 

役 ， 群 的 这 接生 积 和 它 的 线性 表示 。 短 阵 的 浊 接 乘积 在 我 们 
涡 在 朗 将 讨论 的 另 一 个 问题 中 也 起 着 作用 。 假 说 有 两 个 群 和 
瑟 , 它们 的 元 素 用 Gs 和 及, 来 表示 ,而 且 指 标 4 和 B 彼此 独立 地 
取 值 ,一 般 来 说 , 取 值 于 不 同 的 区 的 集合 。 党 义 一 个 新 的 群 卫 , 它 
的 元 素 被 定义 为 G 及 五 的 元 素 对 : 

了 pe 一 (Go， 五 6) 
而 且 其 中 第 一 个 是 G 的 元 过 ,第 二 个 是 瑟 的 元 案 , 当 和 He 分 
别 是 和 五 的 单位 元 素 时 , Fs 称 做 是 群 了 的 单位 元 沫 ,又 用 同 
样 的 方法 定义 群 了 中 的 逆 元 素 。 群 了 的 生 法 规则 很 自然 地 彼 下 
列 胀 式 所 定义 : 
Paes bags = (Go, Ga,, Ha, Hoe,)o 

不 难 验 明 , 元 素 了 ss 的 全 体 确实 钥 成 一 个 群 。 这 个 群 称 做 洛 
G 和 五 的 直接 乘积 。 发 有 群 G 的 一 个 米 性 玫 示 , 它 被 答 陈 4 所 
实现 ,又 有 群 五 的 一 个 线性 夫 示 , 被 矩阵 BQ 所 实现 。 应 用 公式 
(128) ,和 前 节 中 可 以 一 样 地 证 明 : 直接 乘积 

O%8) = (0 x B®) 

铬 出 群 了 的 一 个 线性 表示 。 此 外 , 如果 4 和 Be 都 是 T 玫 示 ， 
闭 么 释 卫 的 表示 0 也 是 可 表示 [78]。 

现在 米 证 明 : 如 时下 示 4 和 pO 都 县 不 可 的 的 ,于 么 群 交 
的 表示 0% 也 是 不 可 物 的 。 假设 和 矩 陈 4 中 的 阶 是 nm, 短 障 B% 
的 阶 是 加 。 短 陈 Oe2 的 阶 是 nm 。 训 有 某 一 个 wz 阶 和 矩 阵 并 ， 
它 和 所 有 的 矩阵 0 都 是 可 交换 的 。 用 对 应 的 小 写字 母 裘 永 短 
泗 的 元 素 。 对 了 于 任意 的 指标 i, j, p, 9, 及 对 于 任意 的 a 及 BB, 我 
们 有 
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， 
bi La LL 
| i B) 
> Vy; 观 a 5 = > D2 a oF ) wr; vay (185) 
i=1 k=1 1=1 k=1 
其 中 史 殉 一 咯 名， 一 咯 全 。 


如 果 我 们 假发 Go 是 群 G 的 单位 元 素 , 那么 A 是 单位 矩 
阵 , 朗 当下 关 D，c 多 一 0， 而 a 稳 =1, 公式 (35) 就 给 我 们 : 


3 is; n bE 一 辫 2 wa pos (136) 
并 且 , 如 果 假 虎 Be 是 君 也 的 单位 元 素 ,那么 同样 地 有 : 
站 son 多 -站 oem (187) 


如 果 我 个 取 (wm) ?个 元 素 vw:n 并 固定 指标 2% 和 %, 滑 么 就 得 
到 m2 个 元 素 
wipw (FL=1, 2,*, %) 
区 们 葵 出 某 一 个 m 阶 甜 障 。 用 了 名 者 示 和 这 个 矩阵 。 在 ou 中 
固定 指标 7 和 7 就 得 到 一 个 % 阶 短 障 了 8?。 由于 (186), 敌阵 
和 8& 2 全 体 都 和 短 阵 3 公 体 是 可 交换 的 ，234) 是 和 粗 成 群 8 的 不 可 
狗 霄 示 的 ,因此 ,和 托 阵 症 2” 都 是 单位 矩阵 的 倍数 ,也 就 是 说 , 对 于 
回 定 的 和 %, 如 果 j=1, 亚 么 元 素 zi;x 有 相同 的 值 , 此 外 , 和 如果 
j 关 1， wwzn 就 等 于 需 。 我 们 可 以 用 下 法 来 表示 : 


Vij: Kl = Val; p10 o (188]) 
考虑 和 矩 障 XY? 我 们 就 有 : 
Oo 一 MG (138;) 


其 中 如 通常 一 样 
Sm 二 0 当 p 关 6 而 6pp 一 1 。 
比较 (1881) 和 (1388s) 推出 , 仅 当 ?= 和 7 时 ,oo 种 异 于 
- 雾 ,而 且 此 时 所 有 的 数 wiis 都 是 相等 的 ,这 就 是 说 , 与 所 有 的 和 矩阵 
Co. 都 是 可 交换 的 敌阵 革 必须 是 数量 和 矩阵。 由 此 可 直接 推出 : 
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以 指明 :用 这 利 方 法 可 以 得 到 群 卫 所 有 的 不 可 多 雪 示 。 

假 坝 SG 和 二 是 相同 个 数 的 变数 的 线性 变换 群 , 闪 且 假 没 任 二 
个 矩阵 Ge 各 s 都 是 戊 对 地 可 交换 的 , 即 : 

GuaHe= HeaGso (189) 

在 上 面 的 讨 座 中 我 们 认为 群 了 的 元 素 彼 定义 为 元 素 对 〈G。， 
五 a) , 并 上 且 我 们 在 群 也 内 建立 了 确定 的 乘法 规则 , 这 个 规划 我 们 
已 多 在 .上 面 写 过 了 。 在 现在 这 个 情形 , 我 们 可 以 认为 妖 了 的 元 素 
就 是 甜 障 的 乘积 (189) ,这 个 乘积 是 与 次 序 无 关 的 。 这 个 新 的 人群 了 
和 原来 的 了 是 同 构 的 DD。 和 如 果 Gu 和 五 e, 是 单位 年 陈 , 那么 篆 秋 
Go 有 6 一 卫 aGo, 也 是 单位 敌阵 。 显 然 , 短 阵 Ga1HF1==H71G7! 是 
滋 积 Gas 的 逆 , 并 且 , 由 于 (189) 我 们 有 下 壕 乘 法 规则 : 

Gu Hoe, 五 ea, 一 (Ge, Gu) (Hs, Hoa,) 

下 就 是 说 ,在 上 面 建立 群 了 时 所 提起 的 一 切 性 质 在 现在 仍 被 满足 ， 
于 是 乘积 (189) 可 以 认为 是 群 了 了 的 变 元 素 。 作 为 一 个 特例 , 我 们 
取 G 是 三 级 空间 的 转动 群 ,而 有 瑟 是 由 恒 等 详 换 了 及 对 于 原点 的 对 
称 变换 8 所 租 成 的 二 阶 群 [57] 。 在 这 种 情形 , 条 件 (139) 是 满足 
的 。 如 果 Gu 是 空间 的 任意 一 个 转动 ,那么 显然 有 Gu5 一 SG 。 在 
这 个 情形 群 卫 是 由 三 维 空间 的 全 部 实 正 交 变换 所 狂 成 的 群 。 对 
于 群 五 ， 我们 有 两 个 一 阶 线 性 表示 67]。 一 个 是 恒 等 梁 示 , 由 数 
(十 1) 所 秀成 , 另 一 个 是 反对 称 表示 , 其 中 矩 障 了 对 应 于 (十 卫 而 
甜 阵 8. 对 应 于 〈 一 已 ， 如 果 现 在 我 个 取 转 动 群 的 某 一 个 线性 表示 
Dj{a，B, 7}, 那么 我 们 可 以 取 这 个 才 示 的 乍 陈 和 对 于 原点 的 对 
称 奕 换 群 的 两 个 表示 的 直接 乘积 。 在 一 个 情形 我 们 得 到 整个 自 交 
变换 群 的 线性 表示 ,在 这 个 表示 之 下 , 每 一 个 有 尤 拉 人 角 ta, By 
的 转动 ,不 葵 是 单纯 的 转动 或 者 再 添上 一 个 对 于 原点 的 对 称 变 换 ， 


@“ 恒 者 注 : 这 里 需 假定 6 和 吾 除 单位 矩 际 从 ， 无 其 他 公共 元 素 , 否则 不 一 定局 
构 。 
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都 对 应 于 同一 个 矩阵 Dy{a, 8, Y}。 用 Di {a, 8， 7} 表示 正 交 变 
换 群 的 这 个 霄 示 。 在 另 一 个 情形 , 单纯 的 转动 对 应 于 短 阵 Di{fo， 
868，?}， 而 转动 和 对 称 变 换 之 积 对 应 于 乍 障 一 Di{fa, 6,， yY}。 我 们 
用 Dy{a, 8, Y} 来 表示 正 交 变换 群 的 这 个 表示 。 

凋 来 考察 一 个 两 个 群 的 塌 接 生 积 的 例子 。 假 裔 我 们 有 两 个 点 
(oa 91) 为) 和 (wa, ya, 2) 。 假 发 群 G 是 三 锥 空间 的 转动 群 。 臣 我 
个 的 变数 受到 线性 变换 : 

= gi oz 十 gagz 十 gas Zp 
=gaitpt Ja Yet+ 32p (一 1 2) (140) 
光一 gsi%k 十 gs2 Vk 十 gas zy 
其 中 表 gi 是 某 一 个 瑟 动 的 矩阵 。 再 裔 群 及 由 两 个 变换 组成 , 一 
个 是 恒 等 变 换 ， 另 一 个 变换 刚 对 应 于 点 的 辕 号 1, 2 的 对 换 。 这 后 
一 个 变换 为 : 


1, 
有 一 全 A (141) 


显然 我 们 有 5?= 了 , 因此 群 瑟 由 两 个 变换 了 和 人 所 和 组成。 姐 
果 9。 是 某 一 个 转动 , 嘟 么 显然 Gu8= SG。, 因为 不 座 是 在 转动 之 
前 后 将 点 的 篇 号 改变 都 是 一 样 的 。 在 这 个 情形 , 我 们 得 到 和 上 面 
相同 的 群 的 线性 表示 。 如 果 我 们 取 冯 个 点 , 那么 由 改变 这 些 点 
的 糖 号 所 和 组 成 的 属 五 的 元 素 是 勾 个 变数 的 变换 , 工 且 五 和 见 个 元 
索 的 衣 换 群 同 构 。 在 这 个 情形 , 转动 和 点 的 往 号 的 置换 仍旧 是 可 
交换 的 ,并 且 , 取 赫 动 群 的 线性 表示 的 矩阵 和 秆 换 群 的 某 一 个 线性 
下 示 的 短 障 的 直接 乘积 ,我 们 得 到 群 了 的 一 个 厂 性 起 示 。 

站 转动 群 的 线性 才 示 的 合成 D;x Dy 的 分 解 ” 现 在 我 们 
到 [73] 所 说 到 的 事情 。 在 那里 我 们 看 到 ,如 果 我 们 考虑 两 个 电子 的 
项 吕 丁 格 方 程 ,并 且 不 考 卡 电子 的 相互 作用 ,那么 项 吕 丁 烙 为 程 的 
特征 画 数 将 给 我 们 转动 群 的 一 个 线性 卖 示 , 是 用 转动 群 的 两 个 线 
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性 表示 合成 的 。 上 节 的 千 果 告诉 我 们 ,将 这 样 的 吉 示 分 解 为 不 可 和 
部 分 是 非常 重要 的 。 在 这 一 节 中 我 们 就 要 计 论 这 个 则 题 , 这 同 题 从 
数学 上 可 用 下 法 叙 弟 。 设 有 转动 群 的 两 个 不 可 移 表 示 Di{a, 6, 7} 
和 Dy{a, 68, 7Y}, 组 成 它们 的 合成 Dx Dy, 这 也 答 出 转动 群 的 一 
个 线性 表示 [73] 。 现 在 要 分 解 出 组 成 这 个 合成 线性 表示 的 不 可 物 
部 分 。 

2 十 1 阶 线 性 表示 Dj 的 对 象 是 量 . 


C7 kd 


V (G+m) 1(I—m)! 


(m= 一 9， 一 9 十 了 7—1, 7) 


协 一 


(149) 
而 线性 表示 Dy 的 对 象 是 及 


Way SR on 
(148) 
外 里 (hs 出) 币 (os 0) 受到 同一 个 类 内 为 (+ 的 可 名 [68]。 
如 果 我 们 外 成 (2j 上 1 (27 十 了 个 
区 _ oe 
De a Tm 
(144) 


Cr 本 9 一 二 了 ) 
m= ?11,7 
那么 这 些 量 是 转动 群 的 那个 由 合成 Dj x Dy Eh 的 
对 象 。 

在 下 面 我们 将 认为 了 和 了 或 者 是 整数 , 或 者 是 整数 的 二 分 之 
一 , 即 ,严格 地 说 , 取 行列 式 等 于 1 的 两 个 变数 的 UU 群 的 一 个 线性 
政 示 。 

名 上 是 一 个 整数 (或 者 是 整数 的 二 分 之 一 ) ,满足 不 等 式 ; 

1 一 ?1 生计 了 (145) 


ID 
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要 来 证 明 , 我 们 可 以 由 量 GH44) 作 成 2 二 工 个 线性 租 合 , 它们 
给 介 转动 群 的 钱 性 表示 Dr 。 
为 了 证 明 这 个 断言 ,我们 作 下 述 玫 示 式 : 
L= (oa03 一 2a0a) (Wi Wata) HI 0101 十 0a0a)2 《146) 
其 中 ! 是 划一 个 固定 的 整数 ,满足 下 不 等 式 : 
i>0; I<27; LS27; (147) 
如 果 变 数 (w，xza) 和 (ol，va) 汪 受 同一 个 线性 变换 
WM= 0 oa; 01 一 Cd4l01 十 Gl303 
V2 = A211 十 Caala3 人 2 一 Gal01 十 daa03 
变换 的 行列 式 为 (十 了 , 邹 aiiass 一 aiacai 一 那么 不 难 小 出 , (146) 
式 中 第 一 个 因子 保持 不 变 。 事 实 - 上 ， 
22 一 2201 一 《GilCaa 一 G13Q21) (210a 一 4a01) 。 
(146) 式 显 然 是 m1 及 zs 的 2(j+7 一 7 次 齐 次 多 项 式 。 因此 
它 由 下 列 形 式 的 项 所 组成 : | 
mma [s=0, 1，…，2(07 十 了 一 站] 。 
引进 符号 
太一 7 十 下 一? (148) 
ptm 
VEEm")T FE—m")! 
(m"= —h, —E+1, ,bp—1,%), (149) 
我 们 可 以 将 (146) 式 写成 : 


Ym” 


+ 
了 。 > Cm’"’'Ym"’o (150) 


系数 cm' 依 匡 于 变数 (1, ws) (v21, 22)。 
从 (146) 式 直接 推出 : cm 是 (ay to) 的 23 次 弄 次 多 项 式 且 是 
(91, 22) 的 27 次 齐 奖 多项式, 即 : cow 由 下 列 形 式 的 项 所 秀成 : 


了 2 7 一 27 一 
Qa PnIv2 一 7) 
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或 者 , 应 用 (142) 和 (143) 我们 可 以 断言 : cm' 是 下 列 乘 积 的 线性 和 组 
合 : 
Co = 之 2 QAIU NY sy 
(m" = 一 下， 一 用 十 1， 一 1 人  (151) 
其 中 系数 dw 不 再 包含 ww 和 vx。 注音， 在 (146) 式 中 变数 但 和 
1 或 者 和 vi 同时 出 现 , 或 者 包含 在 第 一 个 因子 中 ， 而 在 第 一 个 因 
子 中 屿 和 位 的 次 数 之 和 为 了 。 再 注意 到 ov 包含 邓 f 7 ， 我 们 可 
及 断言 :在 和 (了 51) 的 项 中 , 和 和 轿 的 指数 之 和 是 8 十 "十 2 或 
者 ， 由 于 (148)， 这 个 指数 和 为 j 二 十 m”"。 但 是 UV 包含 妈 科 而 
Vw 包含 八 ft， 故 由 此 可 直接 推出 ; (151) 式 中 每 一 个 都 只 包含 满 
足 径 -一 mm" 的 生 积 UmP mw。 现在 我 们 可 以 指明 : 量 Uw 了 ww 的 
贸 性 粗 合 (151) 狂 出 转动 群 的 一 个 线性 天 示 ， 此 表示 与 Di 等 价 。 
首先 来 提 一 下 道 步 变 换 的 定义 。 如 打 有 两 个 线性 变换 
(my 一 4(2， ,0n) 
和 (Yi 0 = BY Y), 
小 么 ,为 了 满足 等 式 
MIT = 
必要 和 充分 条 件 是 B 和 4 是 道 步 的 , 朗 B= 二 4 站 ![ 见 (81)(40)]。 
假设 变数 (wi, wa) 和 (v1，22) 同时 受到 一 个 行列 式 为 ( 士 攻 的 
U 变换 4。 假设 在 这 个 变换 之 下 , 变数 w1 和 v9 受到 与 4 逆 步 的 
变换 4% 站。 从 省 步 变换 的 定义 推出 : 在 这 个 变换 之 下 ;和 
WD1 二 Uapa 及 Wo1 十 0a93 
.保持 不 变 。 此 外 ,就 如 我 们 在 上 面 所 示 明 的 ,在 我 们 的 变数 的 上 述 
变换 之 下 , (146) 式 中 的 第 一 个 因子 也 保持 不 变 。 因 此 整个 乘积 荆 
也 保持 不 变 , 措 名 话说 , 邹 : 由 于 (150) ,变数 ou” 受到 变换 也， 这 个 
变换 与 变数 gw” 所 受到 的 变换 C 是 赣 步 的 。 
引进 新 的 变数 
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(m= —h, 一 下 十 bh—1, F)o 
应 用 和 牛顿 二 项 公式 , 可 以 写成 : 


+4 
Cam Ua) (2h)! 2 tm Yo 


在 我 们 的 变换 下 ,上 面 式 子 左 边 保 持 不 变 , 因 此 ,右边 也 该 不 变 , 即 
变数 zm 也 受到 同一 个 与 C 为 逆 步 的 变换 B， 也 就 是 变数 cm 所 
受到 的 变换 。 但 是 我 们 知道 ， 如 果 Qn,w) 是 行列 式 为 (十 了 的 口 
群 的 对 象 ， 那 么 变数 zw 恰好 给 出 转动 群 的 线性 表示 .Ds。 因 此， 
我 们 的 断言 就 被 证 明了 。 

将 变数 (144) 解释 作为 21 十 1 (29 十 思维 空间 的 矢量 , 我 们 
可 以 由 它们 组 成 (2 十 了 ) 个 线性 组 合 ， 这 些 组 合 给 出 转动 群 的 线 
性 表示 Do。 注意 公式 (148) 和 不 等 式 (147), 我 们 就 可 看 到 : 我 们 
可 以 给 以 下 列 的 值 : 

下 一 9 二 六 了 了 一 上 一。 (152) 

现在 来 计算 一 下 ， 我 们 一 共 组 成 了 多 少 个 量 (144) 的 线性 组 
合 。 为 了 清楚 起 见 ， 假 设 J>?。 我 们 间 到 的 线性 组 合 的 个 数 是 ， 

(27+27 +1) + (27+27—1) + (27—27'+1)。 
这 是 一 个 算术 级 数 的 和 , 这 个 级 数 有 
t+ 


1=27 + 


项 , 因此 线性 组 合 的 总 数 是 (27 十 1) (27' 十 41)， 即 等 于 量 信 44) 的 个 
数 。 如 果 假 设 j<j°， 也 可 得 到 同样 的 结果 。 为 了 简单 起 见 , 假设 
(2+1) 27 +1) ~7, 

用 
U1, Wa 他 《153) 


表示 上 面 所 说 的 最 (44 约 的 线性 组 合 ,并 且 我 们 认为 这 些 线性 组 合 
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的 次 序 是 这 样 的 :它们 铬 出 秋 性 表示 Dr, 其 中 大 的 值 是 (1523) 。 在 
变数 (ay wa) 和 (vi, 293) 的 基 一 个 行列 式 为 (十 1) 的 U 变换 的 结果 
下 , 我 们 得 到 变数 (144) 的 新 的 值 UhnV% 及 变数 (153) 的 新 的 值 
Ws 一 1, 2 …， 站， 着 且 艳 驴 人 2 演示 是 根据 一 个 准 对 角 短 隧 
. [Dr Dr …， Dj， (154) 
而 其 中 每 一 个 Dx 都 对 应 于 我 们 作用 于 (4, wa) 及 (v1, v3) 的 那个 
7 变换 。 下 面 我 们 将 指明 : 量 (144) 的 线性 型 (153) 是 线性 无 关 的 。 
说 了 是 借以 使 被 变数 (144) 所 表示 的 那个 算 陈 。 丰 接 丧 积 
Di x Dy 是 变数 (144) 的 线性 变换 的 甜 陈 , 由 上 ,我 们 有 : 
[Diiz, Dj-b Dijind =T(D; x Dr) TTT, (155) 
这 就 把 直接 乘积 分 解 成 了 不 可 和 糙 部 分 。 上 面 的 公式 通常 号 成 下 述 
形式 : | 
D;x Dy=Dirpt Dirpit "Tt Dis-rio (156) 
应 该 注意 :每 一 个 D 鹤 了 实 换 所 完全 决定 而 且 写 底 Du{ _ i 
上 面 的 结果 还 可 以 推广 到 几 个 因子 的 情形 。 例 如 ,我 们 可 以 写 : 
Di x DixDi= (Ds+DiDo) xDi= 
=Ds+Da+Di+Dat Dt+DotDi= 
=Ds+2D,+3D,+ Do 
短 陈 D; 本 身 是 一 个 三 阶 和 矩阵 [68] 。 焉 接 乘 积 .DixDi 是 九 
阶 乍 阵 ， 丽 最 后 直接 地 积 Di x Di x DD 是 二 十 七 阶 答 阵 。 上 面 的 
公式 瑶 明 :在 任意 选择 的 变换 之 下 , 这 个 短 阵 与 准 对 角 符 阵 
[Ds, Ds, Da, D1, Di, D1, Do] 
等 价 。 
最 后 的 这 个 矩阵 的 阶 数 等 于 [63] 
(2.8+1D) +2(2.2+1) +3(2.14+D + (2.0+D =27, 
现在 来 证 明 必 的 禾 性 无 关 性 , wv 乔 作 是 量 (144) 的 线性 型 。 
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在 以 前 的 豆 示 中 , 量 w 就 是 量 cw', 但 只 需 注 意 : 当 建 喜 oo 时 ;我 
们 可 以 取 不 同 的 的 值 , 或 者 同样 的 , 可 以 取 不 同 的 ! 的 值 , 因 之 
正确 的 是 写成 cd 。 正 如 我 们 在 前 面 看 到 的 : 每 一 个 c 吕 只 帘 满 足 
m 填 Ww 一 m" 的 Un 了 Vw 所 表示 。 由 此 可 直接 推出 : 嫉 性 无 关 性 可 以 
只 从 是 不 同 而 mw" 是 相同 的 情形 来 证 明 。 在 (146) 式 中 去 掉 最 
后 两 个 括 呈 并 合并 项 夏 f 全， 其 中 大 由 公式 (148) 所 决定 , 除 
了 相差 一 个 常数 因子 外 ,我 们 得 到 以 wr 和 作者 示 名 的 式 子 。 它 
们 显然 是 (wvs 一 wav1)' 习 上 某 一 个 正 整数 系数 的 wl, w， V1 Va 的 
多 项 式 。 不 难看 出 , 对 于 不 同 的 1 这 些 霄 示 式 不 可 能 是 线性 相关 
的 。 例 如 ,假说 我 们 有 线性 关系 : 
1082 + acty + scl =0, 

其 中 下 <Pp<z 而 or 是 异 于 需 的 某 一 些 常数 。 对 于 任何 wi, Wa, 04 
和 v4, 我 们 所 写 的 关系 必须 恒 等 地 被 满足 ,例如 假设 w=%1 二 vs 一 
一 1 。 由 于 上 面 提起 的 关于 表示 型 "名 的 性 质 , 我 们 得 到 下 列 形 式 
的 关系 : 

Qi Wi — 1) pi (2) 于 aa i —1) pa lh) Fas (ui—1) "ps (wu) =0, 
(t4 一 ])*, 然后 , 再 合 届 =1, 得 到 =0， 这 与 上 面 所 说 的 汉 盾 ， 
因此 证 明了 禾 性 相关 的 不 可 能 性 。 

在 (146) 式 中 去 括 统 , 我 们 自然 就 可 以 具体 地 得 到 以 变数 (144) 
76. 正 交 的 性 质 ” 钥 成 不 等 价 的 不 可 沟 UV 玫 示 的 矩 淹 具有 某 些 性 质 , 这 些 性 质 通 
汕 截 称 为 正 实 人 性质。 泥 们 时 常 在 将 群 论 应 用 于 和 恼 理 时 被 用 到 。 首先 求 叙述 这 个 性 质 。 
识 有 名 阶 有 限 群 G, 宪 的 元 来 是 
i eT 
妈 识 ADW, 1 Am) 和 BDO, …， Bom) 
是 答 出 群 8 的 多 性 志 示 的 两 粗 算 障 。 用 带 有 两 个 下 标的 小 写字 母 类 示 这 些 烘 阱 的 区 
于 ,并 且 认为 所 述 两 个 芍 性 卖 示 是 不 等 价 的 不 可 狗 继 示 ， 且 由 忆 矩 际 所 粗 成 ， 我 们 有 
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pa oR=0， (157) 
对 也 任意 的 下 标 , 这 个 等 式 者 成立。 对 于 一 个 不 可 葛 变换 类 似 的 等 式 成 立 。 误 答 出 
的 不 可 鹊 忌 叱 示 的 矩 障 46) 的 阶 是 p。 下 列 公 式 成 立 : 


A 和 
DE i (158) 


部 , 诺 边 的 和 当 数 对 (i 力 和 (&, ) 不 同时 等于 辟 , 而 当 它 们 相同 时 刍 于 了 


正 交 性 的 证明 是 基于 [663 的 定理 TIII。 首先 提 一 下 长 方 拭 唱 的 滋 法 , 裔 有 两 个 矩 
阵 C 和 也 , 它们 的 元 来 分 别 是 : 
t=1, 2, +, Nl le 
3 


[Dla( 了 了 和 


而 且 炬 障 了 的 列 数 "2 与 矩阵 C 的 行 数 相等 。 我 们 用 通 沿 的 公式 


{D0}w= DstClss 

求 定义 于 积 DC 的 苑 烷 。 

现在 求 级 壕 其 水 定理 。 

定理 加 曙 2 院 卫 短 队 44) 和 和 阶 卫 顷 卫 B00 认 出 蒜 的 机 个 不 繁 从 的 丰台 
效 戏 未 :而 伏天 个 2 生 4 殉 的 顷 陈 0 对 任 一 个 3 疾 半 中 条 你 : 

* AWC=CBS (s=1,2,.,m), (159) 

册 0 站 吕 相 鹿 。、 妇 已 约 和 一 个 示 素 趣 系 二 堆 。 

首先 对 其 了 = 的 情形 ,此 时 0 也 是 一 个 方 陈 。 如 时 0 的 行列 式 异 子 零 ,那么 01 
存在 , 且 由 (169), 有 有 


4G) 一 CBCGDOC-1) 
这 就 是 吏 我 个 的 两 个 袁 示 是 等 价 的 , 这 与 定理 的 条 件 矛 盾 。 因此 ，C 的 行列 式 必须 等 
子 零 。 假 珊 C 的 元 业 不 全 为 零 , 关 用 cin 起 示 它 的 元 举 。 显 然 , 线 性 列 

oil 十 cipzp (=1,2,., P) 
对 于 任意 的 m 决定 一 个 子 空间 ， 这 个 子 空 亲 的 厅 数 等 子 C 的 铁 站 4] 朗 ， 在 这 个 情形 ， 
这 个 子 空 畴 的 闪 数 之 1 而 < 。 换 名 证 如 ， 这 个 不 是 整个 的 灯 子 空 岗 、 而 是 某 一 个 
子 空 济 BR。 将 (159) 号 作 务 量 为 (t1，…, tp) 的 矢量 的 某 一 个 米 性 变换 : 
了 GCC ,Tp) =CB RT, or, Tp) (SsS=1, 2, .+, WM)o 

左边 的 Clm，…, zp) 是 五 中 的 任意 矢量 ,而 整个 右边 是 铁人 性 表示 C 作用 在 矢量 
BG)(ol …， op) 上 ,也 局 于 瑟 。 换 句 散 骂 , 变 换 49 作用 陡 厂 中 的 任 一 个 舌 量 仍 粉 出 
五 中 的 矢量 。 在 这 个 情形 下 , 就 如 我 们 在 [66] 中 所 知道 的 ， 49) 芥 出 可 狗 类 示 , 这 与 
定理 的 条 件 租 生 慎 。 
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还 需 永 明 当 也 >& 时 也 对 。 在 这 个 情形 乒 陈 C 的 铁 永 远 小 子 9， 因 此 纺 性 型 
Ci2 十 … 十 ciazg (一 1 2，…，2) 
在 9 北上 空 关中 诀 定 某 一 个 子 空 沿 , 它 的 杂 数 <p, 因此 上 面 的 证 明 仍 然 是 正确 的 。 
最 后 假 识 了 <g, 并 在 人 159) 中 取 转 里 和 矩 陈 。 这 个 给 我 个 己 
BWC SOE) 4), 
在 这 个 情形 , 短 隙 了 io4) 的 阶 4 比 短 了 44007 的 阶 了 大 , 因此 , 由 上 所 知 , 我们 
可 以 推出 : 品 短 际 B80) 保持 基 一 个 子 空间 不 变 ,因此 我 们 可 以 适当 地 选择 基 , 化 为 
准 对 角形 。 于 是 矩 陈 B6) 也 化 成 了 准 对 角形 ,这 与 定理 的 条 件 矛 质 。 因 此 定理 就 种 证 
明了 。 
在 定理 的 条 件 中 ,我 们 可 以 不 提起 4 和 B(9 是 区 矩 阵 。 如 我 全 所 知 ,化 为 相 仆 
算 卫 后 ,我 们 永远 可 以 认为 《49 和 B) 是 口 答 陈 ,而 且 化 为 相似 变换 后 ,在 (159) 中 引 
渤 一 个 新 答 了 01 代 装 0, 它们 之 癌 的 关系 是 : 
C= DiC1Ds, 
而 心 既然 是 叭 全 障 ,那么 0 也 是 等 矩阵 。 
现在 玉 证 明 公 式 (157)。 引 进 符号 4(Gs) 和 了 B(Gs) 米 代 欧 49 和 B99, 其 中 G 
是 群 申 对 应 于 炬 陈 4 和 59 的 那 一 个 元 烷 。 识 了 节 是 有 8p 行 各 9 烈 的 任意 一 个 
墟 障 。 引 进 答 障 
C=- 为 4(00)X3(G9 2 (160) 
去 


并 求证 明 : 已 满足 关 驼 式 (159)。 
裔 G4 是 联 4 中 某 一 个 固定 的 元 素 , 我 们 有 : 
A(GDC= 汶 4(01) 4(G) XB(Gs) -lo 


但 是 饭 伐 性 潍 示 的 定义 
A(GH) ACGY) = A(G1Gs) 和 BCGN BGs) = B00s), 

册 此 推出 4(GDC= 加 4(GeGoXB(G4GD-B(GD。 

如 果 Gs 取 过 铬 的 所 有 的 元 吉 ， 那么 染 积 GeG4 也 如 此 ,因此 ,上 迟 公 式 可 恩 咸 下 殉 
形式 : 

4(GD0=CB(CD， 
并 公 式 (160) 所 定义 的 短 障 C, 奖 际 上 是 满足 关系 式 (159) 的 ,四 此 ,这 个 拓 阶 0 是 只 给 
际 。 这 样 , 对 于 任意 进 择 的 了, 有 : 
BAG) XB(Gs) =0, 

假 珊 在 答 陈 工 市 茶 一 个 固定 的 元 素 {了}y 是 二 而 其 余 的 元 来 是 堆 。 于 大 上 渤 公 

式 狂 出: 
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名 {A (GI{B (G0) -1g=06 
因为 BLG,) 是 一 个 可 类 阵 ,所 以 洗 可 由 (Gs) -1 行 询 互 措 间 且 将 苑 烷 改 为 共 帕 
苑 集 而 得 到 ,所 以 上 面 的 式 子 在 以 前 的 符 秃 下 可 扩 和 写成 : 
六 吹 殊 =o0， 
这 就 是 (157)。 
同样 地 作 炬 阵 
D- $A(G) TAG 
其 中 文 是 任 一 个 p 阶 为 障 。 我 们 可 以 示 明 : 
A(G)D=DA(GS) (s=1,2, ym) 
并 且 由 于 [69] 中 的 定理 I 人 可 以 断 莹 : 是 数量 短 阵 , 或 省 
总 4(69X4(6D-!=ol， 
其 申 数 。 人 以 子 的 选择 而 改变 。 王 假 抽 {XX}j1 一 1, 而 了 的 其 余 的 元 业 狗 于 喜 。 关 咱 
ct 红 东 对 应 的 数 oo。 吃 们 可 以 二 下 : 
(AGN NLA(G) wendine (01) 
为 了 决定 cj 假 识 1= 凑 全 1 从 1 到 Pp 而 求 和 
Don 一 态 训 [G9Dwt4G9jy= 苏 Dy。 
如 里 1=j, 那么 有 边 竺 于 入, 而 当 1, 宅 就 等 于 才 。 由 此 ,oj 一 全 0 园 癌 , 公 
式 (161) 可 改 生 成 : 
[A(GO [AG Ww dit (162) 
如 果 应 用 到 4(Gs) 是 了 矩阵 这 一 点 ,上 式 部 与 (158) 重 合 。 
不 难看 出 , (157) 式 不 但 对 于 群 的 本 趴 东 成 立 ,并 且 对 于 任意 的 不 等 价 的 不 可 泣 类 
承 都 成 立 。 咒 47(Gs) 和 B'(Gs) 是 这 样 的 两 个 或 示 , 省 们 的 阶 数 分 别 是 P 和 而 
4(Gs) 和 B(Gs) 是 分 别 租 老 们 等 价 的 这 下 示 , 从 而 
A(Gs) =C14'(G) OI!; BCGs) =02B'(Gs)031, 
其 电 儿 和 Co 是 与 s 无关 的 确定 的 短 陈 。 因 为 B(Gs) 是 也 算 陈 , 故 有 有 : 
B(O) -1 BU WUE OG)", 
而 公式 (157) 可 沪 为 : 


0d (G0) rR OB C0, 
六 


以 OT? 左 生 ,以 tO 玉江 右 梁 , 间 引进 2 行 4 列 的 任 六 给 陈 了 = CTIXT539*， 就 得 
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名 LG) YEO-0 
> 

淋 用 了 的 任意 性 ,与 上 面 一 样 得 和 到: 

2 a =0 


> 
同样 地 可 以 注意 : (162) 式 不 只 对 于 如 才 示 , 它 对 于 任意 的 麦 示 都 成 立 , 这 个 可 以 从 世 
的 证 明和 下 浊 事 实 推出 :在 证 明 此 定理 时 ,不 必要 提起 4 和 3 是 如 矩阵 。 
77. 品 阁 “ 和 上 曾 一 样 , 假设 4(Gs) 和 B(Gs) 是 群 G 的 两 个 不 等 价 的 不 可 狗 志 
杀 , 宪 全 的 阶 分 别 是 D 和 9, 而 车 G 的 元素 是 乓 , G2,…, Gmo 用 卫 (Gs) 入 '(G;) 
我 示 这 两 个 内 示 中 的 炬 陋 的 术 , 即 炬 障 的 主 对 角 禄 上 的 元 素 的 和 : 
Pp 
X(0)— {ACMEXAGO) = BBGD io 
这 站 数 被 区 做 上 述 央 示 的 占 格 。 对 于 等 价 类 示 , 它们 的 品格 显然 是 相同 的 [27], 而 且 
我 们 可 以 认为 :所 计 寺 的 下 示 是 本 下 示 。 正 交 公 式 答 出 : 
SB L460) Jn BE ie=0, 
对 让 入 求 和 ,就 得 到 品格 的 正 实 公式 : 
XG TAF) ~0o (163) 
同样 地 , (168) 式 给 出 : 
总 {A(G) Yn {AGS J de 
对 和 万 求 和 , 就 得 到 
色 (G0) EOS = (164) 
应 用 这 些 公式 ,我 全 来 永明 一 些 定理 。 
定理 1， 两 个 不 可 煌 慌 示 针 价 的 充 要 条 件 是 记 们 的 品格 都 相同 。 
我 全 已 纸 提 起 过 ,等 价 (可 针 的 或 不 可 凌 的 ) 均 示 的 品格 是 相同 的 ， 这 是 条 件 的 必 
要 性 。 现 在 假 二 :; 已 知 两 个 不 可 攻 卖 示 的 品格 是 相等 的 ,部 
Z(G)—A(Gs) (s=1, 3， ,Mm), 
要 证 明达 两 个 表示 是 等 答 的 。 由 于 (16 介 ,有 : 
家 Z(G TG mm, 
出 此 推出 下 示 的 等 价 性 ,因为 如 果 它 们 不 是 等 价 的 ,那么 我 们 必须 有 等 式 (163) , 注意 ， 
等 价 夷 示 的 矩 际 显 然 必 须 是 同 阶 的 。 对 应 子 每 一 个 不 可 狗 类 示 ，, 在 加 著 复 符 闻 加, 中 
吉 渴 分 量 为 


1 1 Ei 
DJ) Gm) 
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的 矢 拥 。 由 于 (164， 这些 夭 量 是 单位 的 ,并且 由 于 (163)， 对 应 于 不 每 从 的 表示 的 拓 
遇 是 互相 正 交 的 。 由 此 推出 : 阶 为 区 的 发 .的 未 等 从 的 下 可 约 表示 焉 可 能 多 于 多 
个 。 在 以 后 我 们 要 确定 一 个 群 的 不 等 价 的 不 可 约 堆 示 的 个 至 。 暂 时 我 们 用 字母 3 来 
表示 这 个 数目 。 设 uC 一 1 2，…, ) 是 这 些 不 等 价 不 可 约 罕 示 而 
XOG), ZOG2), » KOCH) (i=1, 9, D 
是 这 此 表示 的 品格 。 设 有 茶 一 个 炭 示 名 的 品格 为 : 
GD，X(GD，… TG)» 
出 于 表示 忆 是 可 约 的 结果 ， 它 波 准 对 角 舌 阵 所 表示 ,这 些 准 对 外 短 隆 册 表 示 中 的 拓 
阵 所 组 成 。 因 此 对 于 品格 ,我 们 有 | 
X(GD = 为 ozw(Go)， (165) 

其 中 q 是 不 小 于 规 的 整数 ， 它 们 表示 在 表示 包 化 为 已 约 表示 后 wy 在 其 中 出 现 的 次 
效 。 

根据 夫 示 的 品格 ， 可 以 指出 决定 系数 w 的 公式 。 设 思 是 数 十 2，…， 7 中 的 一 
个 。 用 5039 妥 (165) 的 两 边 并 对 s 求 和 。 应 用 (163) 和 (1647 ,得 到 ， 


阅 工 (GD (Ca 0m, 


由 此 
ar 二 号 Z(GD ZG0D。 (166) 


这 个 公式 对 于 每 一 个 ai 给 出 一 个 确定 的 值 , 由 此 挫 出 下 述 定理 。 

利用 (166) 式 不 难 把 定理 工 推广 到 任意 天 示 的 靖 形 , 不 只 是 对 于 不 可 约 表示 。 

定理 3， 两 个 表示 等 价 的 必要 亲人 条件 县 它们 的 品格 相等 。 

条 件 的 必要 性 在 证 明定 理 1 时 已 经 看 出 。 反 之 ， 如 果 两 个 表示 的 品 客 卫 (GQ,) 准 
重 ， 那么 由 于 (166) 式 我 们 得 到 数 a 的 相同 的 值 , 因此 两 个 表示 都 化 为 由 相同 的 不 司 
约 赈 示 组 成 的 准 对 角 甜 阵 。 于 是 ,如 果 必 要 的 话 ,将 它们 化 为 等 价 下 示 后 , 可 以 认为 所 
说 到 的 不 可 约 表示 在 准 对 角 短 阵 中 位 于 相同 的 次 序 , 因为 将 它 同时 对 换行 列 所 得 的 途 
阵 是 等 价 的 。 
因此 那些 具有 相同 的 品格 的 表示 可 化 为 同一 个 准 对 角 和 抢 阵 ， 也 就 是 说 ， 它 们 是 等 
价 的 。 

现在 来 讨论 群 9 所 有 的 不 等 价 的 不 可 约 珍 示 的 个 数 1， 这 个 群 的 元 素 被 分 为 类 。 
在 同一 个 类 中 全 部 的 元 素 可 由 类 中 一 个 元 素 G 按照 下 公式 而 得 到 : 

GET Go 。 

在 任 一 个 表示 中 所 有 这 些 元 素 对 应 于 具有 同一 个 这 的 相似 短 哗 。 设 是 群 G 共 

类 的 个 数 。 由 上 所 示 , 群 6 的 任 一 个 线性 表示 的 品格 中 不 可 能 有 多 于” 个 相 异 的 水 
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值 , 而 且 品 格 的 每 一 个 值 不 只 是 对 应 于 个 别 的 元 素 而 是 对 应 于 属于 某 一 个 类 的 所 有 的 
元 素 。 设 类 Ci 由 9i 个 元 素 组 成 ,0a 由 92 个 元 素 组 成 ， 等 等 , 最 后 ,类 0。 有 gn 个 元 
案 。 和 (168) 中 的 项 对 于 同一 类 中 的 元 素 是 相同 的 ， 我 们 用 (0O2), (0%) 罕 示 对 应 
于 类 cx 中 的 元 素 的 品格 ,对 于 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 可 以 将 (163) 改 写成 : 


访 X00 FO -0 
而 将 (16 弘 改写 成 : : 
加 xD ZO 9e=m, 
内 此 ,对 于 不 等 价 的 不 可 约 表示 wt0G 一 1, 2，…, 妨 的 品格 (CD ,我 们 有 : 


DB XeVOs) TO ) gs=0 
R=1 


E } 当 习 地名 (167) 
育 了 GOD 人 (Ce ZOOE) Gy— mo 


在 维 空间 .中 ,引进 ? 个 矢量 ,它们 的 分 量 为 : 
| RVOD), YEKOCD), "ey N EKOO) G1, 2, 1, D), 


前 面 的 等 式 说 明 : 这 些 矢 量 成 对 地 正 交 且 是 单位 的 , 因此 是 线性 无 关 的 。 由 此 推出 , 它 
们 的 个 数 7 不 超过 维 数 , 即 ?>r。 我们 得 到 定理 。 

定理 4， 二 个 发 的 不 等 价 的 不 可 约 表 示 的 个 数 不 起 过 群 的 类 的 个 数 。 

下 一 节 中 我 们 要 证 明 ?一 "。 既 然 我们 证 明了 3<y， 那么 为 了 证 明 等 式 ?= 我 们 
只 要 证 明 不 等 式 ?>r。 这 个 不 等 式 的 证 明 与 某 一 些 新 的 概念 和 品格 间 的 关系 相 联 系 
着 ,而 这 些 东 西 本 身 也 是 很 有 兴趣 的 。 

再 米 建立 任意 的 不 可 约 央 示 的 品格 之 闻 的 一 个 关系 。 假 设 类 0; 由 元 素 G42， 
6G 加 ,eG 铭 所 组 成 。 如 果 Gs 是 群 中 的 任意 一 个 元 素 ， 那 么 元 索 .G8WG51 又 重新 给 
出 类 0% 中 所 有 的 元 素 , 但 是 已 经 是 另 一 个 次 序 了 。 由 此 推出 ,如 果 我 们 取 某 两 个 类 Op 
和 Cu 中 的 元 素 的 所 有 乘积 

GRO (ue=l1, 2, 9p; VU=1, 2, ', ga) 《168) 


的 集合 ,那么 元 素 
GOP GW (GGPGT) (GSPG) 

的 全 体 仍 将 是 原来 的 那个 集合 。 由 此 推出 ,元 素 (168) 的 集合 具有 这 样 的 性 质 : 如 果菜 

一 个 元 素 届 于 这 个 集合 ,那么 包含 这 个 元 崇 的 类 整个 都 属于 这 个 集合 ， 而 且 类 中 前 元 

素 在 这 个 元 骂 (168) 的 集合 中 出现 的 次 数 硒 同 。 用 不 小 于 零 的 将 数 agge 表示 娄 Ce 中 

的 元 素 丰 元 于 (168) 的 供 食 中 出 现 的 次 数 。 我 们 可 以 用 另 一 种 方法 来 表示 : 


Os00= 加 oomC C169) 
或 
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(GP+ GP + GR) (Gio+ GP+ .G0) = 
一 以 cor (GP TGP t+) 。 (170) 


设 4(Go) 是 群 G 的 某 一 个 不 可 约 线性 表示 的 4 阶 矩 阵 。 组 成 对 应 于 类 Cs 的 元 迪 的 
矩阵 的 和 ,并 用 4(C) 表示 这 个 矩阵 : 
40CD = 入 4G9) 。 

注意 到 当 i 一 1, 92, …， 94, 对 G 中 任 一 元 索 G6， 元 尝 G.G89G1 给 出 类 中 的 元 崇 
的 整个 集合 ， 我 们 看 出 , 短 阵 4(0;) 和 所 有 的 矩阵 4(G,) 都 是 可 交换 的 。 由 此 推出 ; 
这 个 矩阵 4(CA) 是 数字 乱 阵 [66] ,于 是 我 们 可 以 写成 : 

ACOD) -2 (pl, 2, 1 7), (171) 
其 中 是 某 一 个 数 。 注 意 到 数 apat 的 定义 ， 即 符号 公式 (170) ， 我 们 得 到 数 加 之 闻 
的 下 述 关系 : 


y 


boba= 总 br。 (172) 


短 阵 4《0) 的 迹 等 于 矩阵 4(G 办 ) G 一 1，2,…, gx) 的 迹 之 和 ， 即 等 于 gx 了 (Gs)。 另 
一 方面 , 从 《171) 推 志 4(O4) 的 迹 等 于 m046, 即 n04=gx 卫 (C4) ,于 是 


=O), 


而 (172) 式 使 我 们 得 到 下 述 定理 。 
定理 5，, 迹 由 % 阶 短 阵 所 组 成 的 任 一 个 不 可 约 表 示 的 品格 之 间 ， 不 述 关系 成 就 


gpX (Oo) gu X00) =n BO apge¥ (Cs) 。 (178) 


注意 ,在 类 C4 之 中 ， 有 只 有 群 昌 的 单位 元 崇 吾 所 组 成 的 类 。 在 任 一 个 线性 泽 示 
中 , 它 对 应 于 单位 答 阵 , 这 个 矩阵 的 迹 等 于 它 的 阶 %。 我 们 永远 用 01 来 表示 这 个 类 ,于 
是 六 (07) 一 tr， 上面 的 公式 可 以 写成 : 


goX C07) geXtOy) 一 (CD BE ova9s X (01) 。 (174) 


现在 来 决定 常数 cpax 的 值 。 每 一 个 类 Co 对 应 于 一 个 类 Co Oy 是 由 Co 中 的 元 素 的 
道 所 纽 成 的 。 这 个 可 由 类 的 定义 和 下 述 事实 直接 推出 : 公式 G4G4G51 一 3, 给 出 公式 
G:GTTGi 一 Gal。 

类 0y 可 能 与 Co 重合 , 即 可 能 一 2 。 在 任何 情形 下 , 类 Co 和 Cr 包含 相同 数目 
的 元 素 ， 即 gz 一 go。 如 果 在 公式 (173) 或 人 7 级 中 到 4=p'， 郑 么 在 右边 类 01 将 出 现 
gz 次 , 当 4 于 P' 时 ,右边 不 包含 O01, 即 : 
0 当 Gy 
9p 当 4=p'。 
?8， 群 的 正则 表示 ”我 们 已 经 说 过 借 置 换 群 来 表示 任意 有 限 群 的 方法 。 我 们 可 


| (175) 
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以 把 每 个 置换 群 四 成 变换 群 。 
实际 上 ,如 果 有 一 个 置换 


1, 2, 3, 4 
2, 4, 8, 1, 
则 它 可 以 写成 这 样 一 个 变换 , 它 将 和 ,zz za 与 m4 分 别 变 到 Ya, Ys gs 与 组 
仍 一 0zi 十 0z2 十 0zs 寺 必 
2 一 好 十 0 十 0 十 0x 
2 一 00 十 0z2 十 2 十 0xa 
仍 一 0z1- 上 2 十 0za 二 0 。 
我 们 来 考察 群 @ 的 如 下 的 家 示 ， 即 用 元 素 G, 右 乘 群 G 的 诸 元 素 G1, Gs, …, Gi 所 得 
到 的 置换 群 , 这 个 表示 使 G 的 元 素 与 元 素 的 某 些 置换 对 应 ,根据 上 面 的 说 法 , 就 是 说 ， 
它 与 某 些 和 矩阵 ,对 应 , 这 个 表示 通常 叫做 群 4 的 正则 类 示 。 我 们 通常 用 且 来 表示 群 
的 单位 元 素 ， 单 位 矩阵 P 就 对 应 于 这 个 元 素 ， 因 此 ， 这 个 矩阵 的 迹 等 于 色 ， 即 
下 (加) 一 办 。 当 用 任意 一 个 非 单位 元 迷 Ge 冬 元 素 G4, Ga， …， Go 时， 没有 一 -个 元 素 是 
保持 不 动 的 ,就 是 说 ,在 对 应 的 矩阵 内 所 有 对 角 线 上 元 素 缘 等于零, 因而 在 正则 表示 中 
当 @s 半 万 时 斑 (G) =-0。 
假设 在 正则 表示 中 前 面谈 到 的 不 等 价 不 可 约 表示 wm 出 现 大 次。 于 是 ， 根 据 上 
面 所 说 的 ,我 们 有 有 


将 此 方程 两 端 乘 以 怀 05(B) 而 且 对 s 求 和 ,根据 (163) 及 (164) ,我 们 得 到 
hem—mXHE), 
但 是 瑟 %(Z) 等 于 表示 wo 中 短 隆 的 阶 ,我们 用 和 ru 来 表示 这 个 阶 ,于 是 
ZOE) = FEB =h;, 
从 而 如 一 入 ,而 且 公 式 (176) 可 以 换 写 成 


起 ,、_/0 当 Gs 二 名 
XD XO = Xo) -| Lh 
所 以 我 们 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 6。 在 已 约 的 正 刚直 未 中 全 个 不 可 约 考 示 9 的 重复 次 数 等 于 在 这 表示 


0 中 舌 开 的 阶 , 两 具 对 天 表示 &00 的 昂 拖 :公式 QI 成 记 。 
3 于 训 示 ol, 公式 (174) 为 


(476) 


(177) 


goXH(Op) gaX O07) = XVOD) 加 argvXo(CO， 
对 从 t 了 到 11 求 和 : 


La a 
go04 褒 OODZO(0D 一 访 aras 雪 OOD Gz) 。 
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根据 (177) ,得 到 
ga0a BOO) FOOD = sarm, 
就 是 说 , 由 于 (175) ， 
1 0 当 gq#p 
怪 xzocozoco-| mn, 时 (178) 
gp 
作 ? 个 关于 好， 02， …， 3 的 线性 齐 次 方程 
加 wROC) 一 0 (k=l, 2, 0D) (179) 
全 


我 们 来 证 明 它 只 有 有 零 解 ， 

实际 上 ,用 工 D(Op) 乘 (179) 的 两 端 而 且 对 履 求 和 , 即 得 zz" 一 0 而 且 9 可 以 取 从 
工 到 > 的 任何 数 。 因 为 方程 组 (179) 只 有 零 解 , 这 方程 组 中 的 方程 的 个 数 不 能 小 于 未 知 
数 的 个 数 , 即 ?PPY。 以 前 我 们 曾经 证 明 过 3<y, 由 是 推 得 1=7, 即 

定理 7。 去 念 有 限 络 @ 的 所 有 不 等 伏 的 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 这 洗 的 凑 数 。 

我 们 还 要 来 说 明定 理 6 的 一 个 推论 , 群 @ 的 正则 表示 系 由 多 阶 和 矩阵 所 组 成 。 另 一 
方面 , 由 于 定理 6 它 包含 每 个 表示 w 各 次 而 每 个 表示 w 恰好 由 和 阶 和 矩阵 所 组 
成 。 

由 是 推 得 等 式 

5 Rn, (180) 
这 个 等 式 可 以 表述 如 下 : 

定理 8 所 有 不 等 价 的 不 可 约 的 记 示 4 的 阶 的 平方 和 等 王 群 @ 的 阶 。 

79. 有 限 客 表示 举例 1。 我 们 来 轿 由 下 列 元 崇 作 成 的 阿 倍 尔 群 6: 48444 ,其 中 
$=0, 1，2， ,1% 一 1 一 0, 1 2，…， Nn 一 1 而且 元 素 41 与 42 可 交换 ，A? 一 了 ; 
A 当 i 一 一 0 时 必须 认为 48.49 一 总 。G- 的 每 个 单独 元 素 作 成 一 类 而 且 所 有 不 可 
约 的 群 形 示 都 是 一 阶 的 。 假 设 a 与 8 分 别 为 任意 两 个 多 与 即 次 单位 根 。 如 果 我 们 把 数 
Bxe 与 元 素 仿生 对 应 起 来 ， 则 易 知 我 们 因此 得 到 一 个 群 表示 。 让 wa 和 及 分别 取 上 
述 单位 根 的 所 有 可 能 的 值 ,于 是 得 到 所 有 mo 个 不 同 的 一 阶 表示 。 群 G 的 类 ( 即 元 崇 ) 
的 总 数 也 等 于 wm, 因而 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表示 正 是 上 述 的 那些 表示 。 当 群 @G 的 “ 生 
成 元 素 ”( 即 元 素 4,) 多 于 两 个 时 ,我 们 仍然 可 用 上 述 方 法 作出 它 的 一 切 表示 来 。 

3. 现在 来 看 % 边 的 两 面体 群 , 它 由 下 询 2% 个 元 素 所 组 成 : 

DB, bs, T, TA (i=1, 2, 1 nl) 


An=E; TE; TAT-1= A (Zr 人。 (181) 
这 些 关 系 中 的 最 后 一 个 直接 从 转动 4 与 下 的 几何 意义 来 看 是 显然 的 。 从 这 些 关 系 直 . 
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接 推出 关系 了 LiT-1=A-i。 首先 假设 % 一 2m 十 1 为 奇数 。 此 时 群 由 (m2) 个 类 所 组 
成 。 其 中 之 一 为 召 ; 有 x 个 类 其 中 每 类 只 包含 两 个 元 素 中 与 4 (s=1, 2, ;1M)， 
这 里 4 一 4mtime, 而 另 一 类 包含 所 有 的 下 列 元 过 人 与 了 4iG=1, 3, …， % 一 1), 所 
有 这 一 切 都 不 难 根 据 上 述 关系 验证 。 

这 群 有 两 个 一 阶 表示 。 其 中 之 一 为 每 个 元 索 皆 与 1 对应。 而 另 一 为 元 素 4 与 1 


对 应 而 元 素 了 与 (一 对 应 ,其 次 令 a=eos-2 -isin 2 。m 个 二 阶 表示 可 如 下 作 


出 : 令 


ad 9 ; 7 
0 


0, ,| (9=1, 2, .es Mm) 。 (182) 
1, 0 


这 些 矩 阵 满足 关系 〈181) ,因而 可 以 推 知 (182) 确 为 群 表 示 , 这 是 因为 元 素 4 与 7 之 间 
的 每 个 关系 部 是 关系 (181) 的 结果 。 这 % 个 表示 的 不 可 约 性 可 以 如 下 推 知 ,假如 不 然 ， 
这 些 表示 都 将 化 成 两 个 一 阶 表示 ,因而 对 应 于 4 与 系 的 矩阵 非 交 换 不 可 , 我们 容易 看 
到 这 是 决 不 可 能 的 。 
对 于 不 同 的 s 表示 人 《183) 是 互 不 等 价 的 。 证 明 如 下 : 对 于 不 同 的 8, 对 应 于 元 到 4 
的 矩阵 有 不 同 的 特征 值 与 ex*。 所 以 我 们 得 到 了 所 有 的 不 等 价 的 不 可 约 的 表示 。 公 
式 (180) 在 目前 的 情形 就 是 
2X12 十 狼 X22 一 4 十 2 一 22 。 
对 于 偶数 一 2m ,与 8=m%m 相当 的 表示 (182) 取 下 面 的 形式 : 
4s|-1, 0 zs | 
| 0o, -il hk 0 | 
它 可 分 解 成 两 个 一 阶 表示 : 
4 一人 (一 1)3 7 一 >( 士 贡 以 及 4 一 (一 1);T 一 (一 1)。 
为 此 我 们 只 需 利用 这 样 一 个 矩 隆 3, 使 得 8S7S- 化 成 对 角 线 形式 , 这 里 了 的 特征 值 显 然 


等 于 土 1。 因 此 , 当 % 一 20 时 , 群 有 四 个 一 阶 表 示 以 及 (一 个 二 阶 表示 。 公 式 (180) 
此 时 取 下 列 形式 : 


4X12+(m—1) X=dm=2n。 

3， 我们 来 考察 四 面体 群 ， 也 就 等 于 来 考察 与 它 同 构 的 在 [59] 内 0 一 和 的 交 营 群 。 
此 群 由 四 个 类 组 成 而 且 它 的 阶 为 12。 因 而 它 必 须 有 四 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 。 这 些 
表示 的 阶 必须 满足 下 列 等 式 : 


?8 十 霹 十 地 十 22 一 12 。 
如 果 不 计 及 等 式 左 端 各 项 的 次 序 , 这 个 方程 在 正 整数 的 范围 内 只 有 一 解 , 即 

得 一 ?2 一 售 一 人 4 一 3， 
就 是 说 ， 我 们 的 群 具 有 三 个 一 阶 表示 与 一 个 三 阶 表示 。 在 这 些 一 阶 表示 巾 ， 属于 同一 
类 的 各 元 素 对 应 于 同一 个 数 ， 不 难 证 明 ， 在 这 三 个 ~- 阶 表示 中 对 应 于 每 类 的 数 如 飞 ; 
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I->i1; II->1; IIIT->I; IV.->1 

T>1; TI->1; IIl->e; IV—>e 

I->1i; JI->1; IIl->e?; IV->é, 
其 中 8 一 008 守 +i Sn 四 
四 面 你 群 本 身 就 提供 了 不 可 多 的 三 阶 址 了 示 , 就 是 先 ， 所 有 使 四 夯 体 变 到 其 身 身 的 空 阐 
转动 ( 春 当 于 三 阶 挫 陈 ) 群 ,假如 这 个 喜 示 是 可 移 的 , 虽 宪 必须 化 成 三 个 一 阶 烛 了 示 , 由 于 
四 面体 群 不 是 阿 倍 尔 群 , 这 种 化 法 是 决 示 可 能 的 。 在 上 池 中 所 国明 的 香草 只 涉及 到 有 
限 群 , 为 了 把 这 种 理 草 报到 炉 动 冬 去 ,我 们 必须 更 嫩 闷 地 求 研究 依 剖 半 参 变数 的 苑 限 
群 。 在 对 科 这 种 和 群 作 一 般 的 镀 究 以 前 ,我 俩 来 网 明 关 于 劳 全 次 和 群 的 粮 性 科 示 的 册 题 。 
与 竺 动 群 的 滩 示 一 样 , 这 种 由 示 可 作为 我 们 对 依 屯 于 参 变 数 的 元 限 群 的 研究 的 世 本 饮 
子 。 

80、 两 个 变数 的 线性 群 的 珍 示 “在 [68] 中 我 们 合作 得 二 奕 数 

7 群 的 线性 者 示 , 它 使 我 们 获得 转动 群 的 线性 表示 。 同 样 ,我 们 可 
以 来 作 行列 式 为 1 的 二 变数 线性 群 的 表示 : 

人 一 CO1 十 DO3 

ws 一 Co 十 Ga 
根据 在 [64] 中 所 发 的 结果 , 这 使 我 们 获得 正 劳 偷 次 变换 群 的 音 值 
和 二 信 表 示 。 这 种 竺 果 却 基本 上 不 同 于 [68] 中 的 结果 。 

品 群 (93) 的 可 能 线性 玫 示 之 一 就 是 这 个 千本 身 作成 的 者 示 ， 

就 是 使 得 对 应 于 每 个 变换 (93) 的 就 是 这 个 变换 自身 。 容易 见 到 ， 
另 一 个 线性 表示 如 下 : 用 下 列 具 有 复数 共 厚 系数 的 变换 对 应 于 每 
个 变换 (93) : 


} de (188) 


=ay+ oy, } 
yz 一 一 0 十 aa o 
但 是 这 个 展示 与 上 述 的 表示 等 价 ,这 可 由 下 面容 易 验 算 的 公 
式 齐 接 推 得 : 
-| a,b 


| 0, 工 ] 
| 二 0 0 


| 


ga,b 
E10 | ,a 
然而 对 于 妓 (183) 共 诡 走 示 


1, 0 
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pe 
ay 2 (184) 


B= y+ dy 
与 群 (188) 本身 是 不 等 价 的, 为 了 证 明 这 一 点 , 只 要 看 2 一 2c=0 的 
情形 ,此 时 变换 (183) 的 矩阵 的 特征 值 为 4 与 4, 而 (184) 的 答 阵 的 
特征 值 为 & 与 9。 显然 ,我 们 可 以 如 此 选择 满足 条 件 a4 一 1 的 复数 
4 与 d, 使 得 5 与 4 这 对 数 不 同 于 与 4 这 对 数 , 因而 互相 对 应 的 
变换 决 不 可 能 相似 。 因 此 ,在 现在 情形 下 ,我 们 已 既得 到 两 个 不 等 
价 的 二 阶 表示 一 一 群 (183) 本 身 与 群 (18 和 4D。 以 后 再 来 让 这 两 个 袭 
示 的 不 可 徇 性 。 
其 次 , 完 双 与 在 [68] 中 甬 经 作 过 的 一 样 ,我 们 可 以 作出 烙 (183) 
的 表示 ,在 公式 (99) 中 我 们 只 需 将 5 换 成 g, 5 换 成 (一 9) ,这 就 使 
我 们 获得 下 询 的 (27 填 1) 阶 的 表示 ,其 中 j 为 非 负 整数 或 为 分 母 为 
2, 分 子 为 奇数 的 分 数 : 
,VOUTDTOTDITOTSY TO sr 
Do dP rx 
x (j=0, 各, 1, , )。 (185) 


这 里 的 ! 与 s 取 下 列 的 入 

[与 Ss 一 一 9， 一 7 十 荆 …, 7 一 14， 7 
丽 上 丽 和 号 下 的 下 须 满足 不 等 式 

b>0; p>l—s; PEI—s; <I 十 和 
在 公式 (185) 中 应 当 看 作 0! 二 1 与 0 一 1。 当 j=0 时 我 们 得 到 恒 
等 表示 1, 除了 表示 (185) 以 外 ,我 们 可 以 直接 写 出 其 他 的 表示 ,这 
种 表示 系 在 (188) 的 右 端 将 ,53,6 与 4 换 成 它们 的 共 亏 数 而 得 到 ， 
我 个 用 下 型 刀 导 来 表达 与 之 相当 的 卖 示 : 


fc 9 SS 3 
oh (186) 


现在 我 们 可 以 求 作者 示 (185) 与 (186) 的 合成 [3?3] , 由 此 得 到 新 的 
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《27 十 1) (27' 十 了 D 阶 的 表示 。 这 种 表示 我 们 用 下 面 记号 米 表 密 : 


a, b 
Ej, jj。 (187) 
应 用 公式 (185) 容 易 定 出 这 个 表示 中 短 隙 的 元 素 。 在 (187) 中 取 宠 
两 个 不 同 的 表示 ,但 是 使 得 攻 倍 有 相等 的 阶 ; 


a, b a, b 
Be | 号 .of 小 


(2p+1) (29+D) = (2p1+1) (2q1+1)。 
我 们 来 证明 ,这 两 个 起 示 是 不 等 价 的 , 假设 ?=c=0。 于 是 , 矩阵 
《18 有 5) 化 成 对 角形 算 阵 ,其 对 角 线 上 元 素 为 


fo, 0 ee 
po 下 ora (QL=—j, —j+1, 了 一 二 NN), 


两 个 对 角形 短 陈 的 站 接生 积 仍 是 对 角形 垂 阵 ， 因 而 算 阵 加,,o 
与 也 no 当 2 一 一 0 有 具有 下 列 的 特征 值 : 
Byard (a) nCG) en 
( 1 一 一 2， 一 2 十 工 …, Pp—1, 
说 一 一 0 一 4 十 二 9—1, g 
Op a : Qarithdpmh (&) Ga 二 MT (da) Ga 一 ;11 
( = pi —P1+1, ……, Pi1—™—1, 2 ) 
m=——qg —qt+1,.…, gi1~—1, q1 
或 , 注意 ad=1: 
BB, a oa) mm; Bg:o(G)?™, 
我 们 可 以 取 尾 意 非 零 复 数 作为 <, 而 且 显 然 可 以 如 此 选择 使 得 乍 
障 如 ,ys 的 特征 值 集合 不 同 于 甜 阵 加 ,,,4, 的 特征 值 集 合 , 这 就 证 明 
了 ,对 于 不 同 的 值 j 与 也 表示 (187) 是 不 等 价 的 。 必须 注意 , 当 
7 一 0 时 表示 (187) 与 表示 (185) 一 致 ,而 当 j 一 0 时 它 就 与 这 样 的 表 
示 一 致 , 这 个 示 示 系 在 (185) 中 合 j=7 而 且 把 4, 5, 6 与 4 用 它们 
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的 共 吴 数 代替 而 得 到 。 必 须 注意 表示 (187) 的 一 个 特点 ,这 些 夫 示 
不 等 价 于 如 表示 。 假 央 它 们 每 个 是 与 菜 一 个 示 示 等 价 , 则 这 个 
下 示 的 任意 短 际 的 所 有 特征 信 必 须 有 值 等 于 1 的 模 , 而 在 上 面 我 
们 看 到 ,在 表示 媚 ,a 中 这 些 特征 值 当 $= 一 0 时 等 于 72(@)", 而 
这 些 值 的 模 显然 可 能 不 等 于 1, 不 过 有 一 个 例外 , 就 是 下 示 .0， 
这 个 下 示 显然 是 一 个 恒 符 表示 , 它 使 得 单位 1 对 应 于 烙 (188) 的 所 
有 元 滋 。 

在 [66] 中 我 们 全 经 看 到 ， 和 如果 某 一 个 表示 , 但 不 一 定 与 可 起 
未 等 价 , 是 可 锡 的 , 就 是 襄 等 价 于 这 样 的 表示 , 共 甜 陈 都 是 具有 同 
一 直板 的 准 对 角形 式 , 旭 必 定 存在 有 这 样 的 矩阵 , 它 不 是 单位 敌阵 
的 倍数 ,但 是 与 芒 表 示 中 所 有 短 阵 可 以 交换 。 因 此 ,为 了 证 明 (187) 
中 的 任意 才 示 决 不 是 可 锡 的 ; 嘟 只 需 才 明 , 如 果 有 一 个 短 阵 , 它 与 
(187) 的 某 -个 玫 示 的 所 有 甜 阵 可以 交换 , 则 它 必 是 单位 徐 阵 的 异 
数 。 这 可 以 完 双 仿 [68] 来 作 。 因 此 ,表示 (187) 中 每 两 个 不 互相 等 
价 而 且 每 一 个 都 是 不 可 狗 的 卖 示 。 与 我 们 在 [85] 中 贷 既 引进 的 可 
胸 睡 的 定义 不 同 , 可 钩 性 常常 还 有 另 一 个 完 义 , 那 就 是 , 一 个 才 示 
是 做 可 移 的 ， 如 果 它 的 所 有 交换 ( 假 襄 它 们 的 阶 为 使 同一 个 子 
空间 Ly 不 变 , 而 0<h<n。 

[6 的 中 我 们 看 到 ， 如 果 在 现在 意义 下 的 可 航 尽 示 条 由 0 短 隙 
粗 破 ,其它 在 [6 多 的 意义 下 也 是 可 移 的 , 就 是 说 , 它 等 价 于 某 一 准 
对 角形 的 下 示 。 如 果 示 了 示 不 是 吕 型 的 , 则 从 基 子 宏 间 的 不 变性 不 
能 推出 在 [65] 的 意义 下 的 可 移 性 。 我 们 可 以 指 朋 ,(187) 的 每 个 姓 
站 示 不 仅 在 原来 意义 下 是 不 可 的 ,如 我 们 全 破 证 明 的 ,而 且 它 不 优 
任何 子 空间 不 变 。 此 外 我 们 可 以 指 田 , 洛 (183) 的 每 个 线 糙 宾 示 或 
者 等 价 于 袁 示 (187) 的 某 一 个 或 者 等 价 于 由 (187) 中 的 某 些 表示 所 
组 成 的 一 个 已 移 形 式 的 表示 。 

在 [8] 中 我 们 看 到 , 群 的 两 个 简 性 夫 示 的 合 刻 与 参与 合成 的 
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霞 丙 线性 玫 示 的 对 象 的 速 乘 有 同等 的 意义 。 如 果 能 注意 这 一 点 ， 
则 可 乌 断 定 , 对 者 示 (187) 而 言 , 其 才 示 的 对 和 象 系 为 表达 式 : 
C2 yg 
Vu TIGRE VCOTEI I mi? 
E 二 -让 j 
he, Pl +l, —7 


而 且 w 与 2 承受 变换 (188), 而 4 与 一 一 变换 (184) 。 

到 目前 为 止 , 我 们 只 谈 到 正 劳 偷 次 变换 群 的 天 示 [6 和 。 正 劳 
偷 次 变换 仅 系 劳 偷 次 变换 的 一 部 分 , 邵 行 列 式 等 于 1 的 那些 变换 。 
此 外 ,还 有 行列 式 为 (一 了 的 劳 偷 次 变换 。 关 于 这 个 更 一 般 的 变换 
集合 的 研究 ,以 及 关于 把 正 劳 偷 次 变换 群 的 简 性 夫 示 推 到 整个 劳 
偷 次 群 的 情形 的 研究 ,如 果 和 三 维 空 间 的 正 交 变换 群 的 情形 加 以 
比较 , 就 表现 了 某 些 特点 。 必 须 注意 , 当 定 义 整 个 劳 偷 次 群 时 ,我 
们 能 够 规定 关于 读 时 间 的 方向 的 不 变性 的 条 件 , 此 时 我 们 必须 把 
反射 

MI= 0; WE= Wa; 地 一 一 3 0 一 0dn 

加 到 所 考察 的 劳 偷 次 群 中 去 。 

关于 上 面 提 漳 的 所 有 问题 的 研究 ,可 以 在 卡 当 (0artan) 的 “ 施 
量 论 ” (莫斯科, 1947 年 ) 以 及 在 方 得 无 (Van der Waerden) 的 “在 
量子 力学 中 的 群 论 方 法 ”中 此 可 找到 。 

81. 关于 劳 偷 次 群 的 单纯 性 的 定 更 ”仿照 在 [20] 中 我 们 合 疲 
应 用 过 的 方法 ,我 们 现在 米 证 明 , 劳 偷 交 溢 是 一 个 单 强 群 。 为 此 只 
需 指 出 , 由 变换 (183) 所 租 成 的 群 人 G 除 了 由 且 与 一 加 所 做 成 的 正 
规 子 群 以 外 不 包含 其 他 任何 正规 子 群 。 假设 G 合 有 这 样 一 个 正规 
子 妊 耳 1, 它 包 含 一 个 与 吾 ， 一 五 不 同 的 徐 陈 
(ad—be=1), 


| 
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要 来 证 明 , Hi 与 G 一致。 如 果 及; 包含 某 一 甜 障 B, 则 万 1 包含 
所 有 乍 障 UBU, 其 中 也 取 G# 中 任意 甜 伺 。 注意 关于 化 乍 际 为 
标准 形式 的 基本 结果 ,以 及 下 列 的 事实 ,用 以 化 任 一 矩 障 为 标准 形 
式 的 答 阵 0U, 其 行列 式 恒 可 取 为 1 [%71, 于 是 我 们 只 性 证 明 , 琶 1 
首先 包含 具有 任意 可 能 不 同 的 特征 值 i 与 让 的 矩阵 ,其 中 并 为 任 
意 不 为 0 和 (十 的 复数 。 必须 注意 , 群 G 的 矩阵 的 特征 值 的 乘 
积 应 当 等 于 1; 其 次 , 瑟 : 必须 包含 短 阵 如 与 一 加, 此 外 , 如果 考 
处 到 特征 值 相等 以 及 有 重 初 等 因子 的 情形 , 我 们 还 应 当 证 明 , 五 ; 


包含 和 矩阵 
1， "| | 0 
1, 1 1， 一 1 
在 @# 中 取 一 个 未 定 的 矩阵 


2 "| (op 
2, 0 


而 且 作 短 隙 Y=A(XA"X), 
这 个 乍 阵 应 当 属 于 且 : 。 短 障 了 的 迹 s 可 以 天 成 下 式 : 

5 一 2 十 222 十 co 一 [(c 一 9)2 十 280]9%>。 
因为 甜 陈 4 不 等 于 及 , 一 加 , 我 们 决 不 能 同时 有 58=c=0 与 4=4d。 
因此 s 决 不 是 一 个 常数 ,和 而且 当 与 : 变化 时 ,我 们 可 以 答 s 以 任 
何 复 数值 。 在 另 一 方面 , 矩阵 了 的 特征 值 系 由 下 列 二 次 方程 来 决 
定 : 


(188) 


入 二 


入 一 光 十 1 一 0。 
所 以 这 对 根 可 包 取 任意 的 箱 了 与 六 +， 因 而 Hi 包 合 所 有 这 样 的 特 
征 值 不 同 而 行列 式 为 工 的 甜 际 。 其 次, 五 : 显然 包含 卫 , 同时 包 合 
一 耳 , 因为 它 可 吉成 两 个 矩阵 的 习 积 : 
—E=[t, tit, > 
硬 其 中 每 个 因子 背 属于 互 ; 。 其 次 , 憩 际 (188) 容易 者 成 两 个 特征 
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值 不 同 而 行 询 式 为 1 的 矩 障 的 浅 积 , 从 而 它 包 合 在 及 中 ,实际 
上 : : 


[5 ol | | 

8 1 10，8| 让 千 : | ee 
Ep | 
i 


这 样 就 证 明了 , 瑟 ! 必须 与 9 一致 ,就 是 说 ,除了 由 加 及 一 吾 组 成 
的 正规 子 群 外 , G 不 包含 其 他 正规 子 群 ,同时 也 就 证 明了 ， 正 劳 丛 
次 变换 群 是 一 个 单纯 群 。 与 [70] 一 样 ,从 而 可 以 推出 ,这 个 铬 决 不 
可 能 有 准 同 构 (不 为 辐 构 ) 表 示 。 

92， 这 给 群 。 结构 常数 ”三维 安 间 的 转动 群 与 正 劳 偷 次 变 
换 群 系 为 无 限 群 的 这 样 的 例子 ,其 元 来 依 赖 于 加 转变 化 的 参 变 数 。 
对 于 转动 群 ,例如 , 尤 拉 角 就 可 以 作为 参 变 数 。 在 诗 座 过 的 各 种 情 
形 中 , 群 都 是 由 绑 性 变换 所 组 成 ,而 呈 群 对 参 变 数 的 依赖 关系 就 轨 
竺 为 用 以 决定 上 述 线 性 变换 的 乍 阵 依 强 于 这 些 参 变数 。 以 下 我 们 
将 考察 线性 变换 群 。 

假设 有 某 一 妊 系 由 线性 变换 所 粗 成 ,而 这 些 线 性 变换 的 和 矩阵 
的 元 素 aa 为 ?个 实 参 变数 cm aa …， or 的 画 数 ,而 且 适 合 现在 要 
求 指出 的 条 件 。 假 褒 对 于 所 有 充分 逼近 于 零 的 贿 变 数 a 的 值 ; am 
为 这 些 参 变数 的 单 值 画 数 , 而 且 参 变数 的 圾 值 &1 一 0s 一 … 一 0 一 0 
对 应 于 群 G 的 单位 矩阵 ,就 是 : a 一 0 当 i 而 0n=1。 其 次 假 
让 对 于 充分 副 近 于 单位 元 来 的 群 G 的 每 个 元 索 都 有 充 分 逼近 于 
雾 的 参 变数 wm 的 一 个 确定 的 值 对 应 于 它 。 所 谓 状 元 迷 带 近 于 单 
位 元 来 的 意义 就 是 , 与 恋 群 元 过 相当 的 答 陆 的 元 素 cr 当 i% 时 
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心 允 近 于 震 而 当 j% 时 它 肥 近 于 I。 因此, 在 上 述 假设 下 , 在 音 
位 元 素 的 一 个 确定 的 邻 域内 的 群 G 的 元 素 与 7 杂 实 空间 了 ,的 坐 
标 原 点 的 基 一 个 邻 域内 的 元 素 之 章 存 在 有 一 个 一 一 对 应 关系 。 以 
后 我 们 不 仅 有 这 样 的 一 个 局 部 的 对 应 关系 , 而 且 有 一 个 整体 
的 一 一 对 应 关系 , 这 个 整体 的 一 一 对 应 使 得 对 于 群 9 的 每 一 个 元 
素 , 在 宏 间 ,的 包含 原点 在 内 的 某 一 区 域 Y 内 都 有 一 个 确定 的 
点 与 之 对 应 , 而且 反 过 来 ，F 内 每 一 点 恒 对 应 于 群 G 的 某 一 确定 
的 元 素 。 具 前 我 们 只 需要 提出 上 述 局 部 的 对 应 关系 。 对 应 于 贿 变 
数值 mw，B8.，y。(s=1， 2，…， 97) 的 群 G 的 元 过 分 别 表 作 Ge， Ge， 
Gy 。 就 局 部 的 观点 看 来 ,应 当 认 为 , 贿 变 数 应 充分 与 等 逼近 , 而 群 
元 素 应 充分 与 单位 逼近 。 
我 们 来 看 任何 两 个 群 元 素 的 乘积 : 
GsGa= Gy, J 
这 个 由 乘法 得 来 的 对 应 于 群 元 素 9% 的 参数 7, 是 参数 0 与 B, 的 
单 值 画 数 : 
Ys= ps(B1, Bay ***, Br; Qi aa py Or) o (189) 
我 们 预先 假设 , 这 是 违 午 函 数 而 且 对 于 所 有 充分 逼近 于 堵 的 m 与 
B8, 有 速 续 的 微 商 , 直 到 四 阶 为 止 。 
因为 参 变 数 的 雾 值 对 应 于 群 的 单位 元 素 , 我 们 得 到 等 式 

gslB1, Bsa, *…, Br; 0, 0, *…, 0)=B,; 

gs (0, 0， 0 0; Qi1y Cay **, or) 一 0 
从 而 推出 


} Ge=1, 2, ,7) (190) 


5 当 os 一 0; | 
(s=1, 2，，…， 人 (191) 


Op _ y a | 
Oa = 当 B=0。 


显然 对 应 于 复元 素 G51 的 贿 变 数 4, 是 袖 下 列 关系 . 
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CH 0s, 2 Go, Ca ***, or) 一 0 (s~1, 人 2 站 7) (192) 
确定 而 且 这 个 关系 当 所 有 mm 与 w% 为 零 时 仍然 成 立 。 沪 程 (192) 的 
左 端 对 % 的 部 数 行列 式 , 由 于 (191) , 当 w 与 % 等 于 零 时 它 等 于 
1。 因 此 , 按 腿 关 于 隆 画 数 的 定理 ,方程 (192) 对 于 所 有 充分 逼近 于 
堪 的 a 确定 % 为 如 积 画 数 , 而 且 当 a 二 0 时 w% 变 成 堵 。 利 用 马克 
劳 林 公式 , 护 a 与 8, 的 过 展开 画 数 (189) , 一 直 展 到 三 次 项 为 止 ， 
注意 公式 (190) 与 (191) , 即 得 

Ys 二 Qs 十 Bs 十 将 af%.0 Br + 多 AQ oc BL + 


gy > b% BrB1t 2), (193) 


其 中 < 生生 与 058%,1 是 数字 系数 ，se) 对 于 ww 与 B, 而 阁 至 低 是 
一 个 四 阶 无 狼 小 , 而 且 和 数 系 楼, 7 独立 地 取 从 工 到 7 的 值 。 
.六 数 有 
OP=ad—a® (s, oF=1, 2, i;, 7) (194) 
是 做 在 所 取 的 参 变 数 a, 的 选择 下 的 群 G 的 结构 常数。 
如 果 引 进 新 的 参 变 数 % 以 代替 w: 
W= 0 (0 oo) ‘(s=1, 2, ,1) 
使 得 w,(0, 0，… 0) =0, 此 等 式 当 所 有 a 充分 逼近 于 雳 时 ,可 以 
对 m 唯一 地 解 出 来 ,而 且 画 数 os, 具有 充分 高 阶 的 徽 商 , 则 在 新 参 
变数 os 下 的 精 构 常数 可 能 是 别 样 的 。 
从 定义 (94) 直 捷 推 出 : 
OR= ~0%, (1941) 
此 外 ,利用 (192) 以 及 关于 群 8 元 素 屁 法 的 结合 律 ， 还 可 以 证 明 刍 
槐 常数 章 的 如 下 的 关系 : 


SB CPOR+ OPOR+ ORO) -0 
(2， 3 用 t=1, 2, ……, 7) (194;) 
以 下 我 们 并 不 用 这 个 关系 而 且 也 不 证 明 它 。 
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现在 回 到 公式 (193) 。 当 w 与 B, 充分 逼近 于 雾 时 ,7y* 即 通 近 
于 零 。 贿 照 公式 (191) 以 及 关于 隐 夯 数 的 定理 , 印 可 以 断 营 , 在 安 
间 的 坐标 原点 的 某 一 个 邻 域内 方程 (193) 对 B, 是 可 解 的 : 

B= Ya ey Yr; ry aa 和 yo) 
(s=1, 2, -…, 7) 。 (195) 
同时 必须 注意 ,条 件 : 6 一 0(s==1,，2,…,7) 与 条 促 : ys 一 a,(s 一 1 
2，…， 7) 是 一 秤 的 。 利 用 公 式 (193) 与 (195), 我 们 来 作 两 个 7 阶 
正方 和 矩阵 S(a,) 与 人 (a,)， 潜 元 来 芭 为 依赖 于 参 变 数 wm 的 Si (a) 
与 Dip (0,): 


Sw(0) — (2 8) J ; Tis(0) = (9) 


(s, $, B=1, 2, *…, ")o (196) 
参考 复合 画 数 的 微 商 法 则 而 且 计 算出 7 对 于 YY; 的 微 商 或 B41 对 
于 B; 的 微 商 , 我 们 得 到 : 
Sa)Tla)=B 与 卫 (o)S(ws) = 一刀， (197) 
共 中 如 为 7 阶 单位 矩 障 。 从 公式 (191) 推 出, SLa,) 当 寡 变数 as=0 
时 变 成 单位 矩 漠 。 同 时 从 (197) 推 由 , 了 (a?) 具有 同样 的 性 质 。 不 
难 用 上 渡 算 陈 的 元 素 玫 出 糙 构 常数 C 吕 ,分 : 


ER 人 _ 9Sy (0) 
Cg 一 (一 2 六 J (198) 
或 ; 
C= (Sa -2 0 (199) 
实际 上 , 由 于 (193) 与 (196), 得 到 : 
i 7 OS,r (0:) 
op ye ) as=Bs~0 < Oat ) oa=0 (200) 
改换 指标 i 与 %， 又 可 以 号 成: 
DD) “OS 0s) 3 
P=) (20D) 
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由 此 色 可 直接 推出 (198)， 其 次 ,注意 (197), 泛 有 
Opi (as) Tir (cs) 人 Sm o 


对 a 微分 两 端 , 然后 使 所 有 wm 等 于 雾 。 注意 甜 障 8 oo) 与 了 co) 
当 %=0(s=1, 2,…, 7?) 时 变 成 单位 短 阵 , 妇 得 : 
(See )) + ) yy 


Oa Oa 中 
郎 , 出 于 (201): 
-一 (2 区 2) 


由 此 同样 推出 公式 (199) 。 到 式 (193) 确定 了 基本 的 群 运算 , 它 根 
据 群 9 的 元 素 Gu 与 Ge 的 参 变 数 w 与 B, 邹 可 莉 出 对 应 于 生 积 
GeGu 的 参 变 数 y,。 从 表达 式 (193) 看 出 当 w 与 B, 充分 逼近 于 雳 
时 ,就 第 一 近似 值 而 早 , 群 运算 被 化 成 下 式 : 7, 一 os 十 B,, 以 至 于 就 
第 一 近似 值 而 昔 群 是 可 交换 的 。 如 果 群 确实 是 可 交换 的 , 则 : 
palBi, pv， Badly aa or) 一 
一 gs(oay aa py orsB1s Ba Br) (s=1, 2, ,1), 
并 且 在 展开 式 (193) 中 “多 = 名 ， 就 是 说 , 阿 倍 尔 群 的 所 有 结构 党 
数 此 等 于 雳 。 对 于 一 般 群 来 说 , 正 是 展开 式 中 的 二 次 项 使 得 交换 
律 不 成 立 ， 这 就 是 由 非 震 的 镶 构 常数 的 存在 所 说 明 。 利用 展开 式 
(198) , 不 难得 到 对 应 于 元 素 G1 的 参 变数 a 的 展开 式 。 为 此 应 
当 在 公式 (198) 内 全 7, 一 0 而 且 用 % 代替 6, 。 应 用 隐 画 数 的 通常 
的 微分 法 划 , 得 济 : 
0 一 一 ws 十 人 ceo 二， 

其 中 8 对 于 eay aa …, ar 而 早 至 低 是 一 个 三 阶 无 穷 小 。 

83， 无 穷 小 变换 假设 和 前 面 一 酉 有 一 个 连 粹 的 % 阶 钱 性 变 
换 群 人 8, 它 由 参 变 数 a(s 一 1, 2,…, 7) 所 确定 。 对 应 于 参 变 数 wm 
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的 变换 的 矩阵 仍 用 记号 Go。 来 表示 ,使 得 变换 取 下 询 形 式 : 

w=, (202) 
其 中 久 为 % 杂 复 空间 RR, 的 任意 矢量 而 % 系 变 成 的 矢量 。 我 们 来 
引进 托 伍 的 微分 运算 ,就 是 :如 果 某 矩阵 4 的 元 素 是 茶 央 变数 1 的 
可 微 画 数 ， 则 短 陡 4 对 凑 变 数 上 的 微 商定 义 为 这 样 的 答 阵 ， 其 元 
泪 系 为 4 的 元 素 对 上 的 微 商 ， 序 


{ a4 } .= {4A} 
lnm dt 


如果 4 的 元 案 依 问 于 多 个 变数 , 划 我 们 坊 上 可 以 定义 4 的 偏 微 
商 。 

”完全 一 样 ， Ee 也 ,的 矢量 zz za, …， ) 的 分 量 是 的 
可 微 夯 数 , 则 矢量 办 定义 为 具有 分 量 .98 的 矢 竖 , 就 是 说 ,微分 


矢量 归 汉 徽 分 它 的 分 量 [IT; 107] 。 
现在 引进 所 谓 群 G 的 无 穷 小 变换 : 


(人 Baty 用 (=1, 2，…， 7)。 (208) 


记号 I+ 显然 表示 某 一 数字 元 素 的 % 阶 短 障 。 

现在 回 到 公式 (202) 而 且 假 起 妈 是 一 个 固定 矢量 , 即 它 的 分 量 
与 无关。 变换 后 的 矢量 ,一 般 说 来 ,已 要 依赖 于 这 些 参 变数 , 现 
在 我 个 来 导出 关于 这 个 矢量 的 基本 微分 方程 。 为 此 将 (202) 两 端 
施 以 由 短 障 Ge 所 枉 定 的 线性 变 摸 : 

Gear = G4, 

其 中 Gy 一 G4Gs, 而 参 变 数 y。 系 护照 基本 群 运算 (193) 被 0, 与 8， 
确定 。 将 这 么 式 的 两 端 对 B, 微分 ， 然后 全 8, 二 0, 即 ;==0s。 相 
用 定义 (208) ,我 们 得 到 : 


Te 一 入 5 208). a 1 Los 
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在 和 号 下 的 第 一 个 因子 显然 等 于 (202) 的 左 端 对 oj 的 徽 商 , 而 且 
注意 符号 人 (196)， 上 面 公式 可 以 换 写 成 : 


Tw 六 Swe) (pl, 2 站。 
如 果 引 进 矢量 : 


(90 6% Se 9 ) 与 FY(L%, Tom， To) 


Do Oa? 
划 前 面 的 公式 又 可 以 改写 成 线 泪 变 换 的 形式 : 
Y=S™* (a;) 玉 ， 


其 中 S*(a,) 系 通常 的 圭 甘 符 陈 的 记号 。 将 两 端 从 左边 生 以 T*(a.) 
拜 且 注意 (97)， 即 得 : 

了 =T* (a)Y, 
把 它 明 白地 写 册 来: 


证 = 局 PoloOTw pl, (200 
对 于 由 公式 (202) 确 定 的 矢量 % 的 分 最 mm， 我 们 有 


6oxz Sum < b=1, 2, 他 
5 站) 全 Ca 2, 由 0 


其 中 {J}w 有 系 矩阵 万 的 第 大 行 二 烈 元 素 。 我 们 应 当 添 加 初 值 条 件 

平和 的 方程 (204)， 这 个 条 件 可 寅 接 从 公式 (202) 得 到 : . 
2|<-o 一 1 (206 

其 中 全 为 任意 给 定 的 矢量 。 必 须 注意 ,出 现在 方程 (204) 的 采 数 

的 量 TD;, (as) 双 查 接 由 群 运算 (198) 确定 。 方 程 (204) 使 得 我 们 Tt 

议 得 涧 九 间 的 某 种 关系 , 为 此 只 需求 由 we 对 o 与 eu 的 二 阶 徽 

而且 注意 其 烙 果 与 微分 的 欢 序 无 关 。 

从 (204) 推 得 


og Le. Do (cs》 ， DZ 
O00 2( Oca Tw tT 0) 经 ) 
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或 ,利用 - 强 - 当 pg 的 表 法 式 (204) 及 代替 -器 我 们 得 到 : 


D2z 二 < OT (cy) < < ? 
000 疝 一 ao I 了 jw 十 名 名 了 (co)Txz(a)TTaz 。 


在 这 等 式 的 右 端 翻 换 2 与 4, 然后 让 如 此 得 到 的 表达 式 与 上 面 等 
式 右 端 相等 ,于 是 序 得 到 万 程 和 组 (205) 的 推论 如 下 : 


eG) DTic(os) fy Ey 
1 
—Tia C0) Trp (0) I DIs w=0。 (207) 


假设 在 这 个 关系 内 所 有 wm 等 于 零 。 注 意 公式 (199) 以 及 如 果 所 有 
% 等 于 老 , 则 人 (a) = 五 的 这 一 结果 ,我 们 得 到 : . 
[BR GT 一 Ta je=0, 
由 于 矢量 &# 可 以 任意 ,从 而 推出 无 穷 小 变换 间 的 下 列 关 系 : 
Tb ll ORL (p,q=1, 2, ,7)。 (208) 
从 铬 定 的 连 粮 群 G 出 发 ,我 们 定义 了 了 了 , 而 且 利 用 方程 (204)， 
我 们 双 证 明了 关系 (208) ,现在 我 们 来 永明 ,方程 (20 约 或 者 同样 的 
方程 组 (205) 对 于 烙 轴 的 初 值 条 件 (206) 有 唯一 解 。 假 定 有 了 两 个 这 
粒 的 解 。 由 于 方程 (204) 是 线性 的 ,这 两 解 的 差 仍然 应 当 适 合 该 方 
程 而 且 当 0% 一 0 时 应 当 变 成 辟 矢 量 。 因 此 只 须 鞍 明 , 广 程 (204) 的 
解 % 在 初 值 条 件 为 零 的 情形 下 恒 等 于 堵 。 为 了 书写 简 音 起见， 我 
们 只 堵 "=3 的 情形 。 计 zx (qz, aay as) 为 这 样 的 一 解 。 我 们 来 看 
当 p 一 1 的 方程 (204) 而 且 在 其 右 端 合 “一 as 一 0 。 于 是 得 到 一 个 
独立 变数 为 内 的 常 徽 分 方程 , 其 初 值 条 件 为 雾 。 由 于 已 知 的 唯一 
性 定理 [IT，50] ,其 解 恒 等 于 零 , 印 w (aa, 0, 0) =0 。 现 在 来 看 当 
2 一 2 的 方程 (204) 而 且 在 其 右 端 全 xs 一 0 。 这 个 独立 变数 为 由 的 
常 微分 方程 , 如 刚才 所 表明 的 , 只 有 为 雳 的 初 值 条 件 : 当 os 一 0 时 
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Ya 0a， 0) =0, 所 以 ,根据 唯一 性 定理 , w (oay aa 0) 三 0 。 现 在 
求 看 尖 2 一 3 的 方程 (204) 。 这 个 常 微分 方程 具有 雾 初 值 条 件 : 当 
as 一 0，0 (oa aa cs) 一 0， 因 此 ，w (ai aa as) 二 0 。 这 就 是 所 求 
证 的 。 

所 以 当 无 穷 小 变换 六 以及 由 和 群 运算 (193) 所 确定 的 了 io(os) 
此 被 粉 田 的 时 候 , 方程 (204) 只 能 导出 一 个 有 限 的 变换 , 换 句 新 
谨 , 群 可 由 无 劣 小 变换 求 确 定 。 这 对 于 我 们 今后 是 重要 的 。 方程 
(204) 的 解 的 存在 证 明 是 建立 在 关于 仿 微 分 方程 的 一 个 一 般 的 害 
理 , 当 其 应 用 于 方程 (204) 时 可 表述 如 下 :使 得 方程 (204) 在 任意 补 
信条 件 (206) 下 恒 有 人 解 的 充分 与 必要 条 件 为 , 包含 在 公式 (207) 内 
的 方 括号 , 不 管 p, 9 怎样 选取 , 对 于 a 总 是 恒 等 于 雾 。 以 后 我 们 
并 不 利用 这 个 存在 定理 。 

84， 赫 动 群 ”作为 一 个 例子 ,我 们 来 考察 在 空间 中 和 绕 坐 标 原 
点 的 空间 转动 群 。 与 此 对 应 的 三 阶 短 陈 依 顿 于 三 个 参 变数 。 这 些 
参 变 数 可 以 取 尤 拉 角 。 我 们 现在 来 引进 其 他 的 参 变数 mm, aa wa， 
以 下 的 一 切 计算 都 要 借 它 个 表达 出 来 。 我 们 可 以 把 每 个 转动 看 作 
痒 某 一 有 方向 的 各 ! 取道 时 对 方向 的 转动 , 而 这 轴 ; 通过 坐标 . 原 
点 ,所 转动 的 角度 不 超过 x 。 据 此 , 对 于 缆 同 一 轴 转 动 同一 角 
度 严 的 两 个 转动 ,纵使 它 个 的 朝 所 取 的 方向 相反 ,这 两 个 转 渤 仍然 
导出 同一 的 狼 极 位 置 , 因此 , 对 于 每 个 转动 , 我 们 可 以 用 这 样 一 个 
从 愿 点 出 发 的 矢量 来 表示 它 , 这 个 矢量 的 方向 与 转动 轴 的 方向 一 
致 而 它 的 长 度 等 于 恋 转 动 的 角度 。 这 个 矢量 在 三 坐标 轴 . 上 的 射影 
(oa cay ca) 将 作为 我 们 的 参 变 数 。 

如 果 我 个 取 以 坐标 坚 点 为 心 的 以 为 生 径 的 球 六 而且 该 球 
的 每 个 直径 的 两 端点 看 作 等 同 的 点 , 则 在 球 太 的 点 (aa aay os) 与 
转动 群 的 元 来 之 间 建 并 了 一 个 一 一 对 应 关系 。 在 现在 的 情形 , 这 
种 关系 不 仅 在 坐标 原点 与 群 单位 的 一 个 邻 域 之 内 成 立 , 而 且 也 在 
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整个 的 群 内 戌 立 , 只 要 取 整 个 球 了 的话, 于 是 , 几 出 现在 转动 群 内 
的 所 有 甜 陈 都 可 以 用 参 变 数 m, aay as 涩 表示 而 且 可 以 证 明 它 们 
有 我 们 在 上 面 甬 怒 谈 到 的 连 和 粮 性 并 且 微 商 存 在 。 

加 果 我 们 班 接 未 计算 无 穷 小 变换 的 矩 阵 的 语 , 我 们 不 必 求 出 
在 所 考虑 的 情形 下 关于 基本 群 运算 的 公式 (198) , 邹 可 定义 结构 常 
数 。 

为 了 计算 症 , 我 们 可 以 认为 aa=as=0, 然后 对 a 微分 变换 
的 短 阵 , 最 后 全 由 一 0 。 但 是 当 oa 一 os=0 时 , 此 时 转 动 系 缮 朝 
二, 转动 一 个 ui 的 角度 ;, 它 可 表 成 下 面 的 形式 

M1, 
人 一 0a CO 1 一 0a Sin 01, 
2 一 0a Sin oa 十 0a CO8 al 


对 微 分 这 个 变换 的 短 阵 ,然后 合 必 一 0, 序 得 : 


0，0， 
-10o，0，-1 t209) 
lo, 1，o| 
仿 此 可 得 
0, 0, 1 10，—1， oj 
1s=| 0 0 ol I=,1, 0, ol, (210) 
-1, 0, 0| 10， 0,0| 


此 后 我 们 可 以 殖 接 算出 关系 (208) 的 左 端 ,而 且 让 是 用 沁 求 确 
定 千 攀 常 数 。 这 种 初等 计算 使 我 们 得 到 下 型 三 关系 : 
Ji7a 一 Ta 一 Ta TTs— TIsls T1; Tali—711s= /1a 。 (211) 
如 果 抒 公式 (202) 的 右 端 沪 a 的 军 展 开 而 且 只 限于 考 虚 忆 的 
一 次 项 , 草 近 似 地 得 到 : 
Y=U+ (aa 六 十 ca7a 十 as7a)2 。 
因此 矢量 引 在 上 述 变换 (对 应 于 参 变 数 a1, as, cs) 的 作用 下 泛 芝 
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一 个 如 下 的 改变 : 
UT al oslo , 

等 式 右 如 每 一 项 使 得 入 在 简 坐标 轴 之 一 的 一 个 微小 转动 下 
引起 一 个 改变 。 例如, 当 线 加 互 转动 一 个 微小 的 角度 a 的 时 候 ， 
我 们 得 矢量 丝 的 分 量 ka tay xs) 的 一 个 改变 : 

Ui1=0; 8z1a 二 一 taadl; dvs=Uadl 。 

此 时 和 上 面 一 样 ,我 们 只 考虑 限于 a 的 一 次 项 。 

85. 元 穷 小 变换 与 畦 动 群 的 亦 示 现在 我 们 来 姑 明 关于 无 旁 
小 变换 与 转动 群 雪 示 的 关系 。 所 总 在 恒 等 变 换 的 邻 域内 的 一 个 一 
一 对 应 的 表示 我 们 了 解 为 风 阶 和 托 阵 了 了 (ar, aa, os) ,而 矩阵 的 元 素 
是 贿 变 数 a1, aa, os 的 连结 而 且 可 向 的 夯 数 。 每 个 转动 卫 可 以 者 
示 在 上 述 邻 域内 的 有 限 多 个 转动 的 乘积 ,于 是 对 应 于 这 有 限 多 个 
转动 的 和 矩 随 的 乘积 就 是 D 的 表示 。 但 是 ,就 整个 群 来 讲 ， 由 此 可 
及 产生 一 个 转动 群 的 多 值 表 示 , 因为 当 转 动 参 变数 志和 缠 变化 而 且 
在 从 新 回 到 原来 的 转动 时 ,我 们 可 能 得 到 该 转动 的 一 个 新 的 裘 示 ， 
以 前 当 讨 论 整 个 转动 群 的 双 值 表示 时 我 们 甬 公 过 到 过 它 169]。 

对 于 甜 阵 了 (04, oa, as) 我 们 有 如 转动 本 身 一 样 的 群 运算 , 因 
而 也 有 同样 的 千 构 常数 。 对 于 由 短 陈 了 (a1, as aa) 所 组 成 的 群 
FY 我 们 可 以 作 无 穷 小 变换 大， 它们 是 某 些 和 角 关 系 (211) 联 铬 着 
的 即 阶 憩 际 。 和 如果 我 们 能 够 找 着 和 矩阵 Tx， 天 我们 可 以 号 出 关于 
Bn 中 的 矢量 4 的 微分 方程 (204) , 因为 To os) 单 由 群 运算 洒 决 
定 。 这 些 方 程 对 于 葵 定 的 初 值 条 件 (206) 只 能 有 一 解 ; 显然 , 只 有 
这 个 解 才 可 能 是 那样 的 变换 

由 一 四 (aa Ga, 03) 4, 
它 在 恒 等 变 换 的 邻 域内 痊 出 转动 群 的 一 个 表示 。 

在 现在 的 情形 "二 3, 如 果 将 方程 (204) 换 成 矢量 w 的 分 量 的 
写法 , 虽 我 们 得 到 关于 矢量 x (ay wa，…，2x) 的 个 分 量 的 3n 个 
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六 和 程 。 以 后 对 于 我 们 重要 的 只 是 ,在 给 定 的 初 僻 条件 (206) 下 三 程 
(204) 决 不 可 能 有 个 数 多 于 1 的 解 , 如 在 前 面 已 经 说 过 的 , 它 可 才 
述 如 下 : 转动 群 的 答 个 表示 完全 决定 于 它 的 无 穷 小 变换 了 Ja， 
Ts 。 
因此 ,所 有 一 切 此 归 鱼 到 决定 表示 的 无 穷 小 变 措 ,我 们 现在 就 
转 到 这 个 问题 上 床 。 代 圭 要 寻找 的 给 障 卫 , 1, 1s, 我 们 来 引进 
竹 障 : 
= 一 7DHTiT3 4 一 Ta 十 iT; As=ils 。 (212) 
容易 验算 ,代替 (211) ,对 于 这 些 和 矩阵 我 们 得 到 下 烈 关系: 
da4i 一 414s 一 41 
4s4: 一 4a4s 一 一 42 (218) 
Ai1ds— As41=24: 。 
在 以 符 阵 了 (a1, oa as) 的 表示 内 应 当 包 含有 , 镜 2 轴 的 阿 倍 
尔 转动 群 的 表示 , 这 个 阿 倍 尔 群 的 元 素 对 应 于 矩阵 了 (0, 0, os) 。 
适当 地 选择 基本 矢量 ,所 有 这 些 短 阵 可 以 同时 化 成 对 角形 式 , 因 为 
阿 倍 尔 群 的 不 可 犁 表示 都 是 一 阶 疏 示 。 对 于 这 样 选 定 的 基本 矢 
量 ; 变 换 瑟 (0, 0, aa) 将 取 下 列 形 式 [69]: 
F(0, 0, as) 人 一 etmat7 
或 ,全 1 一 一 zx 且 用 zw 记 了 人 : 
FO0, 0, 03) Vmn—= em 
因为 我 们 只 在 ,0(s==1, 2, 3) 的 邻 域内 规定 存在 表示 的 
音 什 性 ,我 们 不 必 把 mm 看 作 整 数 。 根 据 I 的 定义 ,由 是 得 到 : 


Aavn=iTsvni|[ 元 FO, 0， oa) vn |= 


A § 
一 i Nop } = 
Oas Wm mo 


那 来 
Asp n= Mm, 学 (214) 
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就 是 说 , 9, 为 算 子 4s 的 特征 矢量 , 它 对 应 于 特征 值 mw 。 如 果 这 
样 的 特征 矢量 不 止 一 个 , 则 用 wm 代表 其 中 之 一 。 

现在 我 们 来 证 明 下 列 引 理 : 

引 理 “如果 基 一 矢量 2 为 算 子 4s 的 特征 矢量 , 它 对 应 于 特 
征 值 a， 则 矢量 41v， 和 如 果 它 不 等 于 震 , 仍 是 4; 的 特征 矢量 而 且 
对 应 于 特征 值 (十 力 ， 同 样 邮 ，4sb 为 4 的 特征 矢量 而 且 对 应 
于 特征 做 (6D 

按照 引 理 的 条 件 4s0 一 00, 由 于 (218) 我 们 有 

As(A10) = (A14As+ A1V= Ai1(AsV) 十 410 一 
=Ai(a0) FAIw= (0+1) Aw 
而 且 完 难 同 样 有 
4s(4s0) = (4~—1) A 。 

.4s 的 不 同 的 特征 值 的 个 数 不 能 超过 mn。 在 这 些 值 中 间 一 害 
有 一 个 或 几 个 的 实数 部 分 是 最 大 的 。 用 j 来 表示 这 个 特征 值 , 如 
有 儿 个 的 话 , 即 表 示 其 中 的 一 个 , 而 且 今世 者 相当 的 特征 矢量 (如 
果 对 应 于 7 的 特征 矢量 不 止 一 个 , 邹 才 其 中 的 划一 个 ) , 据 引 理 , 矢 
量 4ioy 必 将 对 应 于 特征 值 (1 上 , 但 是 , 按照 j 的 定义 ,这样 的 
特征 人 4s 是 没有 的 。 因 而 我 们 必须 有 


Aiv;=0 。 (215) 
极 据 在 .上 面 证 明 的 引 理 ,矢量 : 
Vii1 = As;; Oia = Adj 1; (216) 


如 虹 它 们 此 不 等 于 夫 , 依 灾 对 应 于 算 子 4s 的 特征 值 (j 一 1) 、 
(j 一 2) ,…。 矢 量 序列 (216) 最 后 必须 获 止 于 零 和 撩 量 , 因为 4s 的 
不 同 的 特征 值 的 个 数 不 超 过 % 。 现 在 来 证 明 公 式 

LOz 一 pp (p=j, I—1, I ~—2,.); (217) 
其 中 pr 为 整数 。 根 据 (215) ,当天 = 了 时， 公式 是 对 的 , 因为 此 时 可 
例 pr 一 0 而 把 Wii 可 取 作 零 矢 量 。 现 在 假定 , 公式 (217 对 于 上 述 
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的 菜 一 个 天 是 对 的 ,而 来 证 明 它 对 于 (8 一 力也 是 对 的 ,根据 (2183) ， 
(216) , (217) ,我 们 有 : 
Aivp-1 = Ai(AsVr) = (4A1+243)v;= 
= As(AiVn) TFT2Aavs = Aa (piVer1) + 2kVr = (pet 28) yo 
必须 注意 , 当 7=j 时 ,我 个 不 必 利 用 公式 : 
-405 一 ar， 因 为 ps 二 0 当 8=j 。 
公式 (217) 因此 说 证 明 , 而 且 数 pw 由 下 列 关 系 确定 : 
pv- 一 pz 十 213 pi=0 (8%=j,j—1,"*)o 
施行 一 系列 的 订 算 ,我 们 得 到: 
pu—j(j+D)—hh+D) 

印 

Aiv4= [jG+D) —b TL) Wor (8=j, Ij—1,.)。 (218) 
利用 这 个 等 式 来 确定 在 矢量 (216) 中 第 一 个 等 于 雳 的 矢量 的 指标 
5 序 ,==0 而 舌 量 Dori 天 0 。 此 时 从 (217) 推 得 p,==0, 即 

j(I 十 一 s(s 十 1) 一 0 。 
这 个 关于 s 的 二 次 方程 有 两 个 根 8 二 j 与 3 二 一 (7 十 1)。s 一 j 的 佳 
不 合 我 们 的 要 求 , 因为 矢量 好 不 等 于 等 而 且 不 包含 在 序列 《216) 
里 面 。 在 序列 (216) 中 的 矢量 以 及 矢量 多 : 
Diy V1y Dst1, Os (219) 
此 不 等 于 雾 , 且 4x0_j 一 0 。 这 些 矢 量 的 个 数 等 于 (四 二 TD ,由 此 
洛 电 ,j 或 者 是 一 个 不 小 于 零 的 整数 或 者 就 是 一 个 正 奇 数 的 二 分 
之 一 。 如 果 中 二 L=2%， 则 我 们 可 以 把 矢量 (219) 取 作 空 间 总 , 的 基 
确 矢 量 。 如 果 27 十 1<<n， 则 它们 在 Rs 内 组 成 某 一 子 空间 Zafrz 。 
假发 是 后 一 种 情形 ,序列 (219) 中 的 每 个 矢量 tr 满足 方程 
AsUx= EV 一 广 了 一 1，…， 一 7 十 1， 一 介 ， 

其 次 我 们 有 4sDv 一 Vp-1, 而 且 21 一 0, 以 及 公式 (218) , 因而 , 算 
子 4 4,, 与 4; 将 子 空间 .Laj;1 变 到 它 自身 ， 而 且 上 述 猎 公式 完 
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全 确 定 了 在 子 空间 Ls 办 所 表明 的 算 子 , 再 旭 , 从 公式 (216) 
与 (218) 直接 推出 , 在 Lzjti 内 没有 任何 子 空间 Lt, 共 准 数 
0<<<27 十 1, 而 能 在 算 子 41, 4s， 4s 的 作用 下 保持 不 变 , 在 确定 
hy 以 后 , 对 于 子 空间 Tai 我 们 可 以 建立 方程 (204) , 此 方程 应 为 
在 子 空间 Zairaz 内 所 寻求 的 琢 示 的 矢量 多 
w=Fj(01, as， a) (220) 
所 满足 。 这 个 表示 决 不 可 能 使 包含 在 Ls;+1 内 的 任何 子 空间 .Lx 不 
变 ,就 是 说 , 裘 示 在 Tairi 内 不 可 和 将， 因为 ,如果 不然 的 话 ， 则 每 个 
4, 由 于 它 的 定义 , 将 必须 使 Lx 不 变 , 如 刚才 所 见 , 这 是 决 不 能 
成 立 的 , 如 果 2 十 1=n， 则 上 述 的 讨 座 适 用 于 整个 的 RB,。 当 
2j 十 1<n 时 , 我 们 可 以 从 B, 内 的 总 的 表示 分 离 出 一 个 在 上 述 意 
义 下 不 可 和 鸭 的 (2; 十 1) 阶 麦 示 , 就 是 说 , 它 不 保持 任何 子 空 间 Lx 
当 0<h<2j 十 1 不 变 , 从 我 们 的 讨论 直接 推出 ,在 对 于 相似 表示 不 
加 区 别 的 情形 下 ,具有 指定 的 阶 的 表示 只 有 一 个 。 但 是 ,在 [6 我 
们 已 经 作出 不 可 移 的 任意 阶 7 表示。 
因此 这 些 U 表示 取 尽 了 所 有 可 能 的 不 可 和 煌 的 表示 , 而 且 基 于 
在 Dai 兴 所 作 得 的 算 子 4 的 上 述 的 表示 必须 与 它们 相似 。 
矢量 (219) 可 以 乘 .上 一 个 不 为 才 的 任意 数字 因子 ,此 时 在 关系 
(216) 与 (218) 内 也 出 现 数字 因子 ,这 个 因子 可 以 如 此 选取 ,使 得 最 
后 有 下 列 关 系 : 
A = /77 于 了 —hE+I) V2, | 


Asve= MI(ITT) 一 人 大 一 了 Jr 
.30 一 22 
而 且 pr 一 0 与 人- 一 0 。 
当 这 样 选取 因子 时 ,我们 就 种 到 了 那些 表示 ,就 是 从 量 
oa 


GTOTC DT 


(221) 


《229) 
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出 发 的 在 [69] 所 作出 的 那些 克 示 。 
上 面 所 述 的 作法 使 我 们 能 够 从 任意 表示 中 析出 它 的 不 可 物 部 
分 , 所 有 一 切 此 归 糯 到 找 电 属于 算 子 4s 的 具有 最 大 特征 值 的 特 
征 矢量 以 及 (216) 的 建立 。 
86， 劳 偷 次 群 的 表示 ”我们 来 考察 行 记 式 为 1 的 线性 变换 
群 : 
WI =—Q01 bro, 
22 一 CO1 十 Goas 
这 变换 的 和 矩阵 包 合 四 个 复 系数 ,其 间 存 有 一 个 关系 ;保留 任意 的 三 
个 复数 值 可 化 成 六 个 实 参 变数 。 如 果 对 于 变换 的 和 矩阵 条 取 下 面 的 
记号 : 


] (ad—be=1) (228) 


1+artias, Qs +iaa | 
4= | 224 
| es 
1 2 i 
其 中 a (as) a 二 (Qs+ iQs) (Qs 二 Tice) ， 


工 十 od 十 ias 
于 是 我 们 就 引进 了 这 些 参 变数 。 进 而 我 们 序 得 到 六 个 无 稚 小 变换 
J。 这 是 容易 作出 的 , 例如 , 为 了 作 五 , 必须 在 矩 陆 4 内 除了 a 
以 外 全 所 有 其 余 wm 等 于 圭 , 对 m 微分 和 矩阵, 然后 售 di=0 。 这 样 
序 得 到 : 


nl oF wl oF nl 

心 ， —1| 0， % 10， 01 
,|0， ?| p20 Of 0 ol 
* 0,0F 11,0F 7 1i, ob? 


包含 在 关系 (208) 中 的 灶 构 常数 0 留 ,按照 它们 的 定义 , 必须 是 突 
数 ,并 可 从 下 面 几 个 关系 式 求 出 来 
DD- = ORD 


(p<g; p, 9=1, 2, .…, 6)。 
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同时 应 指 沽 , 短 阵 之 间 莽 无 实 常数 的 线性 关系 ( 除 显 易 的 , 序 各 
肢 数 全 为 雾 的 情形 以 外 ) ,因此 可 得 下 列 15 个 等 式 : 
113—1311=27s, 474— Tl1 =27, 


1s—I12—21s, 115—11= ~—21, 
161 —216, T8151s12™— -21%, 
S15— 151 = 1, 一 了 太一 
PIs— N=l, LTT = —21s, 
12—1211=—0, 216— 1612—215, 
T1314—141s =0, Zs16—1614=——1, 


5 一 7 一 0。 
对 所 求 群 的 任 一 表示 来 说 , 若 其 无 禾 小 变换 是 五 (2 一 1 … 
6) , 于 末 这 些 变 换 之 闻 有 15 个 关系 式 : 
6 


Iola—Talp= 记 OR， 


如 果 我 们 引用 下 烈 的 记号 : 
Ts 十 ?4 一 241; TI 十 ?To 一 24。 石 十 条 3 一 443， 
了 Ts 一 2 一 2B) Ts—%le~=~2Bs; 71 一 073 一 4D3 | 
上 上 述 的 5 个 关于 式 就 可 写 为 
AbBa— BAp=0 (p, 9=1, 2, 8), (226) 
以 及 下 列 大 个 关系 : 
As4i1— A;As= Ai1, 
AsAs— AsAi1= —A,, (227) 
Ai14s— AsA1=24,; 
BasB1 ~ BiB;= Bi, 
BaBa— BaBi= — B,, (228) 
BBa— BsBi1—2B, 。 


我 们 指出 , 车 取 甜 陈 为 臣 , 则 关系 式 (226) 与 (227) 是 显然 成 立 的 ， 


(225) 
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因 这 时 4 一 0 人 一 1， 2, 3) 。 关 系 式 (227) 与 关系 式 (218) 是 一 样 
的 , 而 且 前 小 节 的 讨论 基本 上 仍然 有 效 。 现 在 我 们 把 上 面 的 关系 
式 用 到 和 寿 (223) 的 任意 线性 者 示 的 无 穷 小 变换 上。 如 果 0; 为 算 子 
4; 的 对 应 于 最 大 特征 值 的 特征 矢量 , 则 算 子 4s 具有 (27 十 了 ) 个 
特征 矢量 Dr 的 一 j， jl，…， 一 十 1 一， 当 施 以 算 子 41, 4a， 
4 时 它们 是 按照 公式 (221) 而 变换 的 而且 Vt1==0 与 Vj-4 一 0 。 
命中 为 由 算 子 4s 的 对 应 于 特征 值 j 的 所 有 特征 矢量 所 粗 成 的 
子 空间 , 我 们 来 表明 , 如 果 矢 量 名 展 于 LY, 则 矢量 Buv (gq=1, 2， 
8) 也 属于 LW。 实际 上 ,由 于 (226) : 
As (Bav) 一 Bu (AsD) =B, (7D) 一 JBet)， 

从 而 扒 出 ,Bov 是 hs 的 对 应 于 特征 值 j 的 特征 矢量 (或 堆 矢 量 )， 
就 是 识 ，Bov 属于 Z2。 只 要 用 算 子 Bi 来 替换 4p, 我 们 可 以 在 
ZL4 内 建立 [8 区 的 理 花 ,因此 在 LW 内 可 以 作出 一 叮 矢量 Vjw (4' 一 
一 放 ) 肖 一 车 一 了 十 车 一 让， 当 以 了 代替 了 与 以 有 功 代 过 4 时 
它们 按照 公式 (221) 而 变换 。 尖 算 子 4。 两 次 作用 在 每 个 矢量 Viw 
时 ,由 wm 艺 可 产生 (27 十 1) 个 矢量 Dew (b=j, ly 
一 四。 因而 , 我 们 最 后 得 到 (27 十 1) 21 环卫 个 矢量 wzw， 对 于 这 
些 天 量 下 列 关系 成 立 : 

AiVkw = MICGTD -PREETI vr 

AsVky = MIGTD —b(E—D op,w, 

AsDrw’ = BO, 

BiVkpp — /7 二 TD —P (1) De, p+1y 

Babrw = MICI+1) 一 不 (太一 下 gps 

Babyp’ = b'Ve o 
这 些 公 式 在 一 个 (2; 十 了 ) (2)" 十 1) 亲 空 章 内 确定 了 算 子 4, 与 Bs， 
而 且 技 照 公式 (225) 进而 确定 算 子 I 此 后 方程 (20 多 可 以 导出 队 
一 的 一 个 车 六 性 表示 。 这 就 是 我 们 在 [8 全 起 作 册 的 那个 性 示 。 


(229) 
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在 以 上 几 小 节 中 我 们 所 作 的 就 明 系 引 自 方 得 元 (Van der 
Waerden) 所 作 的 “在 量子 力学 中 的 群 论 方 法 ”一 书 。 


87。 舱 助 公式 ”现在 加 到 582] 由 的 公式 。 我 们 有 : 
GaGa= fy, (230) 
而 且 ys 漆 按 照 用 以 确定 基本 和 群 运算 的 公式 (189) 或 (193) 由 as 与 Bs 让 达 负 来。 我 们 
求 作 一 个 供 汝 对 灾 数 as 与 8,, 也 就 是 信 灶 于 群 元 素 Ga 与 Ge 的 短 际 。 丰 本 号 S(Ge， . 
Qo) 闵 演 这 个 短 卫 而 它 的 元 业 季 由 下 式 来 定义 : 
Sir(Gas G 一 2 (7 一 1 2, "7), 《281) 
我 们 在 [83] 已 狼 考 察 过 这 个 矩阵 当 ps= 0 的 情形 ,也 就 是 当 Gg 一 耳 的 情形 ,这 里 卫 为 
群 童 位 学 油 。 我 们 米 研 究 这 个 矩 障 的 性 质 , 从 它 的 定义 直接 推出 : 
S(Gp, B)=I1o (292 
我 们 还 水 就 明 下 面 的 公式 : 
S(Ge, Ga) S(E,Gpe)=S(E, GaGo)o (238) 
会 Ga 一 GanGw, 选 有 
Gy= GaGa= (GeGor "Cw ola 《Go 一 GoGo)o 
半 几 复合 衣 数 的 微分 法 则 ， 
广 - 眉 膏 证 =- 习 so(Go cr)sm(ooy Go 
由 是 有 S{(Gp, Ga"Ga’) = S (Gs, Ga')S{Ge, Ga”)o 
罕 这 个 等 式 中 站 令 Ca 一 五 ,Ga 一 Gp 与 Cu 一 Ga, 即 得 等 式 (288)。 当 Ga= G51, 部 得 
撼 障 人 (为 _ G8) 的 递 短 际 的 类 达 式 : 


SB Go) =8(Ga, G5D。 《23 人 
依照 [82] 中 的 吕 导 , 焦 障 SCB， G5) 是 8(B) 两 攻 的 滥 给 阵 是 工 (p;)。 闹 在 用 如 号 
8(G8) 与 了 (Gs) 冰 小 这 下 短 障 : 
SB(B, Gs) =S(GCo) 81(E, Go) =T (G9)o (230) 
我 们 有 ， 
S(GA)T (G8) =T(Gh)S(GA) = (236) 
出 公式 (333) 朗 得 : 
SlGe, Ga) 一 8( 盏 ， GH)S-1(E, Ga) 一 8(G7)S-1(Go)， (287) 
因而 关 有 对 (231) 可 写成 下 式 : 
使 -为 se(cD)Ta(co。 (238) 


用 We 弛 上 面 等 式 的 两 端 ,然后 对 i 求 和 ,由 (236) 即 得: 
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| Tm (GD 说 =- (Ge)o 《239) 


求 (338) 半 Bi 的 向 次: 
oy < OSis(Gy) 
B86B Spl Oyp 


各 Z(Go)+ SN, 


然后 将 2 人 换 遍 必 的 在 公式 (233) 中 的 卖 达 式 ,由 是 即 


- Oy pn OSis (Gy) 
Dh ,Spal Gn) Toi( GO) Tl 0) + S(O 


和 生地 的 车 搞 ， 和 有 交加 六 出 交 让 天 关注， 珊 且 半 和 
的 变数 。 与 g 对 换 , 他 得: 
EN > | 2 2 SpaGo) 一 Spa(Gy) ] Tar(Ga) Ton(Gp) 一 
WE ge de 
PLC [2 生生 -天 | 
用 积 Siy(G2) Sky(Gs)Tht(G) 科 此 管 式 丙 映 ,然后 对 byl 从 工 到 了 求 和 。 注意 (336)， 
于 是 得 到 等 从 的 一 相等 式 : 


87. 罗 Fe 


33 Se 


, [ee Spr(G») 一 Se Spo(G») ] TO) = 
3 BMGe)_37xz(Ge) 
a 2 ]。 


ne ene Wan dled dy 
容易 从 这 些 等 式 得 到 前 三 的 等 式 ,在 最 后 那 相等 式 的 左 眶 只 与 7 有关， 而 右 绒 只 与 
a 
立 性 ， 最 后 等 式 的 两 坊 必 须 等 于 同一 个 常数 ,特别 是 : 
G0) Stl0) | ee) | CW 
改换 指标 可 以 写成 : 
,六 su(Ca Scan [TE — Ce) |- -cp (240) 


各 时 在 这 司祭 式 中 仿 Ga 二 也 , 妆 cs 一 0(3 一 二 7) 而 且 注意 SCB) = 万 , 于 是 得 到 : 
将 此 与 [82] 中 公式 (199) 加 以 比较 ,我 们 看 出 ,这 里 的 Cp 就 是 以 前 定义 的 糙 物 常数 。 
用 Tu(Go)Tkm(Ga) 焉 (240) 的 两 端 ,然后 对 与 不 作 和 数 , 利 用 (236) 序 得 : 

OTpm (Gao) 87otGa) 总 之 CTo(GaJ Tn (Ga) 

a 党 一 5 ;全 1 tk tia)t NETajo (241) 


现在 回 到 公式 (207) 与 (208) ,公式 (203) 采 将 公式 (207) 中 的 方 插 弧 在 as==0(s 一 1 …， 


| 
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7?) 的 情形 下 使 等 于 才 而 得 至 的 ,利用 (2 条) ,我 俩 容易 证 明 ,从 (208) 推 由 ;公式 (07) 中 
的 方 手下 对 于 任意 的 ox 答 于 才 。 
训 括 踊 中 的 第 二 项 可 以 改变 成 
TjpTxal, He- jaqT kpTiTk, 

此 时 我 们 不 必 乱 出 了 中 的 元 Cu 在 被 减 数 中 将 7 与 天 对 换 , 于 是 得 到 : 

DjpTra( TIs Tl) = SD TpTkaCTs o 

DE=1 hk,s=1 
当 把 公式 (207) 约 括号 中 的 第 一 项 : 

aT;p 2Tja 
es ( Ba 加 Gar jz 

按照 (241) 加 以 变换 时 ,我 合意 接 得 到 只 差 一 个 符号 的 同样 的 糙 果 。 与 失 陈 3(Gey Ga) 
同时 ,我 们 灯 考 察 其 元 聚 邓 由 下 列 公 式 定 义 的 矩阵 8 (Ge， Ga): 


9 
如 :SGoy Ga。 (242) 


与 上 洛 全 一 样 可 以 诈 明 下 列 的 公式 : 
8'(B, Go) =1, | 


S'(GaGa, BE)=S' (Ge, Ga)S’ (Ga, E), 
(Go E)=8' (Ga!, Go)o 
这 些 公式 以 后 对 我 们 是 需要 的 。 
838， 损 据 结构 常数 来 建立 群 ”在 这 一 小 节 我 个 将 概括 地 水 讨 验 一 下 根据 粉 定 的 
猪 构 常数 C 倪 来 建立 群 的 运算 以 及 效 性 变换 群 的 别 题 , 所 和 的 车 构 常数 当然 适合 关系 
式 (1941) 各 (194)。 这 个 建立 的 方法 是 其 于 偏 微分 方程 锡 中 的 一 个 定理 ,这 个 定理 在 
上 面 我 们 已 烃 提 起 过 。 现 在 我 们 来 令 壕 这 个 定理 。 
假设 我 们 有 了 下 面 这 样 一 租 仿 微 分 方程 : 
OF; 


Xm aa 


利用 这 个 方程 组 ,我 们 水 号 出 下 面 这 个 条 件 


Oo __ Op 
STE Ov, Er; OTk ° 


(243) 


显然 ,上 式 的 形状 是 : 


8Xih ZE as _ ORi, Wh OX Ors 
Ort + 加 Ogs Or: rk 十 名 Oss DBzp， 


或 者 ,用 方程 得 (244) 车 搞 -52 和 -2 


Ovk ~ 
OXik OX yy ,OX MW OX yy 人 45Y 
RD) 


这 个 等 式 是 变数 和 r， si 之 阅 的 关系 。 
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定理 ”如果 厂 效 :x 在 区 =， 2 的 一 个 令 域 中 (包括 这 一 真 本 肯 ) 过 粮 
其 有 有 速 疙 的 仿 签 商 , 这 些 俩 向 高 就 是 出 现在 关系 式 (245) 中 的 ， 蕉 有 所 有 的 关 洒 式 
(245) 对 于 wy, 如 都 己 竺 地 成 立 , 那 么 方程 粗 (244) 对 于 各 始 条 体 
Bs | op 一 5 


让 解 ; 凌 且 其 嘴 一 约 。 

在 上面 所 说 的 连 粮 性 条 丛 之 下 ,所 有 的 关 邓 式 (245) 恒 等 地 成 立 , 这 个 通常 吕 做 方 
程 粗 (24 和 的 完全 可 积 性 条 件 。 现 在 我 倍 求 措 进 一 下 根据 烙 定 的 竺 构 常数 求 建交 群 的 
渤 算 乌有 到 线性 变换 冬 的 步 呈 。 

假 规 输 定 了 党 数 5 倪 , 这 里 广 Ek, D 一 1 32， …， 并 且 这 些 湛 数 适合 关系 式 (1940 和 
(lt942) 。 

如 果 对 于 人 篇 俭 商 求解 出 方 息 粗 (241) ,那么 可 以 验 证 , 上面 所 出 的 关系 式 就 是 方程 
沽 (241) 的 完全 可 积 性 条 件 。 因 之 存在 一 个 叭 一 的 饼 Tpg(Ga) (pg 一 1 32， 7) 为 
元 崇 的 虑 障 (Ga) ， 当 Gu 一 吾 , 也 就 是 当 xs=0(s 一 1 2，…，7) 时 , 这 个 矩 际 就 变 
成 单位 矩阵 , 并 且 宪 适合 方程 灶 (241) 。 在 有 了 了 (Gu) 之 后 , 我 们 就 可 尽 作 沙 撼 陆 
4(Ga) 一 TAGa)。 为 了 建立 铬 的 去 筑 我 们 加 到 方程 狂 (338) 。 这 些 方程 的 右边 是 Bs 
和 和 Ys(s~1，3，…, 7) 的 已 知 画 数 。 可 以 数 就 ,方程 钥 (241) 正好 泪 达 了 方程 粗 (238) 
的 完全 可 积 性 条 件 。 因 之 方程 粗 (238) 有 一 个 哈 一 的 解 , 它 满足 初始 条 件 

Vi| er-0= 0 o 

这 样 做 出 的 解 就 办 出 了 和 群 的 去 算 。 初始 条 件 是 类 示 这 痒 一 个 事实 , 序 当 B,=0(s=1， 
2 9) 时 ,由 公式 (230) 定义 的 元 洪 0 就 变 成 了 Gs。 现在 我 们 转 和 久米 性 变换 群 的 
建立 ,也 就 是 襄 , 根 锋 竺 构 常 数 来 建立 已 知 阶 的 给 笨 群 ， 这 里 如 上 面 所 指出 的 , 我们 是 
已 绝 布 了 矩 陈 并 Cu)o。 在 [83] 中 我 们 已 经 证 明 过 ， 方程 粗 (204) 或 者 (205) 的 完全 可 积 
性 条 件 就 是 方程 (207) 中 的 方 括 弧 对 任意 的 指标 都 得 等 于 等 ， 同 时 在 [87] 中 我 倍 证明 
了 ,如果 粉 陈 ze 适 念 关 条 式 (208) ,那么 就 满足 上 面 的 条 件 。 这 样 一 来 , 解决 这 个 向 题 
就 应 茂 由 作出 输 定 阶 的 并 且 适 合 关 系 式 (208) 的 拭 了 I 开始。 这 是 一 个 复 染 的 代数 
骨 题 。 在 有 了 矩 隆 到 之 后 ,我 倍 就 可 以 断 芝 ,方程 组 (205) 有 唯一 的 解 , 汤 满 足 和 初始 条 
件 (206)。 这 个 解 狠 入 了 带 有 共 定 的 车 构 常数 (外 的 矩 障 群 。 

可 尽 话 明 ,在 和 始 条 件 T(E) = 工 之 下 :方程 烙 (241) 的 积分 归 烙 为 一 个 冲 系 数 奖 
性 常 微分 方程 狠 的 积分 。 我 全 来 叙述 这 个 精 果 。 我 们 作 下 面 这 个 常 柔 数 六 性 常 微分 
方程 想 ; 


Quwir(t . 
et ,CMeswan ld), 


这 里 =0 当主 %, 有 =1， 并且 mi aa …， cy 团 作 答 定 的 常数 。 这 桩 ,函数 
Tin (0) 二 Wik (1) 就 适合 方程 钼 〈241) 蚊 及 利 始 条 件 T(E) = 了 。 关 于 根据 粉 定 的 精 构 
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常数 求 建立 束 炉 群 疝 题 的 许 尽 的 研 完 驻 及 过 统 群 答 中 其 他 问题 的 讨论 可 以 参 看 了. 0 
Homrpxas 的 “ 圳 续 群 验 ”。 

89， 群 上 的 积分 “在 [76, 77] 中 我 全 证 明 过 一 柔 列 的 关系 式 ,其 中 含有 一 些 会 屯 
于 群 的 元 素 的 数 县 的 和 , 首 且 是 对 群 全 部 的 元 素 求 和 。 在 速 汗 和 群 的 情形 , 求 和 要 以 对 
于 定义 群 的 元 索 的 参数 的 积分 来 代 蔡 。 假设 6 是 一 个 连 半 群 , 在 其 一 个 参数 的 选择 
下 ,这 些 参数 my aay …， er 在 实 ? 站 空间 2 中 对 应 一 个 有 界 的 并 域 了 ( 城 加 上 宪 的 
边界 )， 并 且 对 应 子 @ 的 每 个 元 素 有 7 的 一 个 确定 的 点 , 反 过 来 世 如 此 。 在 域 开 内 定 
义 群 运算 的 画 数 外 (8 …，8r， ai，…， ar) 假定 巧 束 续 的 并 可 以 微分 足够 多 次 。 此 
外 , 再 假定 这 些 西 数 和 它们 的 微 商 直到 六 的 边界 都 迷 按 。 对 应 子 元 到 Gal 的 寡 数 所 
对 于 as 的 傅 瑚 关 柔 也 假定 是 速 结 的 。 带 有 这 一 些 人 性 质 的 嫩 道 常 称 为 紧 致 的 。 为 了 定 
义 群 上 的 积分 我 们 来 考虑 第 陈 外 (Ge Ga)f87] 的 行列 式 , 壤 为 基 引 大 下 面 的 符号 : 


r 


4(Go 60) =|) (246) 
由 (343) 站 接 得 出 
A'(B, Ga) =1, (2471) 
4(GeGa 下 = 人 (Co Ga) "ACGa, 站。 Cd7) 
全 ?Go) 一 4(Ge, 可 ,我 们 可 以 条 : | 
do ca。 (248) 
注意 到 六 (加) 一作 (万 ) 1 由 上 面 的 式 子 得 到 : 
4 Ga Ga) = By (249) 
我 们 再 引进 一 个 符号 : 
WG = (G8, Go)。 (a50) 


根据 上 面 所 侈 的 候 定 , w (Ga) 在 并 城 了 -上 是 一 个 连续 琴 数 。 沁 不 能 变 成 叭 ,因为 
1 -= = 
. By (Oo) = (Ges E) 
也 是 一 个 过 澈 西数。 如 果 注 意 到 凤 ( 卫 ) =1, 我 们 可 以 断定 ， (Go) 和 3(Ga) 都 是正 
贾 数 。 根 据 (248) 对 于 L(Gs, Ga) 也 可 以 如 此 断定 。 
很 嫩 /(Ga) = 了 (a1, …， or) 是 并 域 了 上 一 个 任意 的 速 贸 醒 数 。 
我 们 斤 下 面 的 公式 来 定义 这 个 画 数 在 群 6 上 的 积分 
[yewaae=| yf als 7 or) W (Ga) Qaedae, (251) 
这 里 市 边 的 积分 就 是 域 了 上 通常 的 积 共 。 我 们 未 证 明 , 这 样 的 积 耸 有 下 面 的 左 不 变 
锤 : 
Treoaes=| (G8a)aGa, (252) 
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或 者 号 成 坐标 形式 
jf (Gaara = ,fn 7 9) WGa) aL-d0r, (259) 


这 里 Gs 是 群 G 中 任 一 个 国定 的 元 素 。 为 了 证 明 这 个 式 子 , 在 左边 的 积分 中 用 变 元 业 
Ge 来 淮 换 变 元 业 Ca, 售 G4 二 GpGs, 这 里 内 数 抽 ，…， 5 的 变动 区 域 仍 为 了 。 变 换 的 
行列 式 是 


Dai 人 小 (GeG8) 2W(Go) WwW(Gs) 
| = ACGs, Go) DUO) ~ WOO) Go) 


我 们 得 到 : 


| 


-人 yoca)acs 。 


这 个 就 和 (253) 重 合 。 在 右边 以 G5 车 换 Ge 是 无 关 紧 要 的 。 
相仿 地 ,可 以 建站 有 不 变 积 分 。 我 们 引入 矩 限 8 J Ga) 的 行列 式 : 


dG, 00) = | 六 C254) 

和 以 上 一 样 ,我 们 有 

AlGe, E)=1 
A(E, GeGa) = 4(6o， Ga) A(E, Gs) (258) 
Lo O00) = ,这 组 0(G4) = 4(0D, Go。 
引入 正 醒 数 
uC = By (Ces G31) (250) 
并 定义 积分 

fe saulGo dard = {f(a) (257) 


微 牙 上 的 波形 符号 是 区 别 这 个 积分 和 积 中 (25D) 。 
着 这 里 积分 的 有 不 变性 成 立 : 
[e760 =| 7(G00) RG 。 (258) 
我 们 观 在 要 求 蒲 明 ,如 果 把 积分 号 下 责 数 中 的 Go 换 成 631, 左 不 变 和 办 就 变 成 了 有 
不 变 积 牙 , 反 过 求 也 如 此 。 把 写成 傅 数 式 的 等 式 64~GaG 对 cs 从 分 ,并且 在 以 后 所 
有 的 公式 中 都 假定 Go 一 GZ 


OX; SY ON; , OBs i 
2 8: ae 

OX |* | 08; {r 
"(px 1 


由 此 得 


说 | 
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再 利用 (246) 和 (259) ,得 
6， 4CGn， 如 2 yr (Gao) 
5 Fy 
可 以 答 册 这 个 行列 式 的 另 一 种 卖 示 。 由 等 式 
Bi I" Bas r” 
Gax ll | Se 
得 
au /1 WOaD) 、 
的 Se 
站 者 ,交换 Ge 和 651 的 位 喷 : 
38; | . WW (Ga) 
Basili my° (261) 


现在 回 到 积 秀 , 挡 通常 的 办 法 换 积分 变数 ,并 且 利 用 (260); 


hen mweoamra | /Blen | 给 | |aa ap- 


一 7 Br (Ga) BES dB1aBro 
滑 去 刀 (Ga) , 调 把 变 元 业 Ga 换 成 变 元 涂 Go， 得 
fC, ul Go)darday= [fats anw(GoJaarraar。 069 
千克 相同 地 ,利用 公式 (26) 加 得 : 
yf vs) Cadasmdar ra sr) ul Go) dedar (0269) 
想到 目前 为 下 我 全 浸 有 用 到 群 的 紧 致 性。 区 域 了 可 以 是 无 限 的 。 不 过 这 样 就 必须 对 


柄 数 7(aa, …， or) 作 一 些 假定 使 所 有 写 出 的 积分 都 有 意义 。 现 在 利用 紧 致 性 我 们 来 
证 明 w(Ga) 一 w(Gc)。 为 了 这 个 目的 我 们 来 考虑 行列 式 


Deo G0 =|B8: | ， (264) 
这 里 Cu 一 GalGeGa, 六 来 证 明 公 式 
DlGs, Car Ge) = D (GIGeGa", Ga) DGa, Ga’)o C200) 


我 们 可 以 写 
Co 一 (GarGo’) -Gg (GrGar) 一 Ga GvGa’y 
这 里 Go 一 G31GsGa 因为 


Ou | | Om |” Ov a » + 
路 | -| 五 人 如 | -po cao co 
由 此 闻 得 (265)。 在 这 个 公式 中 假定 Ga 一 也 得 


DE, GarGar)— DE, Gu)D(E, Go")o (260) 
如 采 我 们 引入 元 娄 的 一 个 数值 图 效 : 
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习 (Ga) =D(E, Ga) (267) 
世人 么 杭 据 (266) 可 以 写成 : 
NGa"Ga) =n(Ga) Nao), (268) 
芝 就 是 谨 ,元 业 的 相 乘 对 谱 于 入 应 醒 数 利 7(G。) 的 相 乘 。 显 然 我 们 有 : 
9(B)=1 和 NGo) WGH =1 (269) 


并 且 醉 数 7(G4) 在 区 域 广 上 是 速 结 的 和 正 询 。 利 用 余 的 紧 数 性 , 现在 我 们 来 证 明 对 
邯 任 何 元 业 Gu 1 (Ga) =1。 假设 对 手 某 一 个 元 业 Ce 我 们 有 7(G4) 半 1 。 辟 如 说 , 如 
梁 I(Ga) <1, 那么 根据 (269) : nC8a1) >1, 因此 我 们 总 可 以 认为 Ga) >1。 在 这 个 
情形 下 
ICG 有 一 [Ba)]n->eo 当 ?r>coo 
这 个 和 在 并 域 二 上 可 标的 画 数 9(Ge) 一 定 训 办 这 件 京 实 抵 触 。 现 在 我 们 来 建立 
WGa) 和 Ww (Ga) 之 闻 的 关系 。 如 
Gy= CpGa= Gal(Galg) Ga GaGoGs (Bo=GaGp)o 


我 个 有 : 总- co。 
不 过 在 另 一 方面: 

oy |" | .824 Dot | _ py 

他 | =| 人 2 | 维 |; -Geo 0 v0 ceo， 
好 44Go Ga) = 了 D(Ca6o Ga dcu Go)。 


命 Gg 二 G51, 部 得 
a (Gal » Ga) =D(E, Ga) 和 4’(Ga, Ga ?》 
这 就 大 uwGal) =n(Ga) Ww (G5) 
或 考 (GZ = (Ga1), 
二 为 对 任何 Ga 9(Ga) = 。 轩 之, 对 于 紧 到 的 群 丰 不 变 积 分 (251) 与 右 不 变 积 分 
(257) 重合 。 除 此 之 外 ,出 (263) 和 (263) 知 道 这 个 积 夯 和 积分 
hf, i (Ga) 
也 是 一 样 的 。 对 于 非 紧 致 的 群 左 示 变 积 苍 可 以 不 周子 在 不 实 积分 。 作 为 一 个 例子 我 
全 类 用 下 面 这 秋 形 浇 的 继 竹 变换 群 : 
好 一 Coa5 十 a2y 
这 里 4 和 me 从 《人 一) 变 到 (十 co)。 在 这 个 情 涪 了 一 2, P 是 整个 的 在 面 。 葵 合 两 个 
变换 独 岗 : 
S/m6ug| oa; "= 6 B2s 
2 一 ca+cl2 十 (estas 十 Bo) 
这 就 十 P= p(B Baya1, aa) 一 Bad; 
Ya=PalB1, Ba; 1 02) =6m 8st A2 o 
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参数 中 一 oo=0 对 应 于 单位 元 未 。 元素 631 的 参数 是 只 = 一 1， 多 = 一 -mo 
我 们 六 有 算 醉 数 行列 式 : 


1 
A'(G's, ool 网 AO A 
,em 


406o 00) | "|i2(G0) -eco=l。 
碟 不 变 积 从 是 Ee aereameas 
罕 丰 弯 职 分 是 [far aanan。 


应 汪 指 出 ,为 了 证 明 右 不 变 积分 与 左 不 变 积 分 钵 等 ， 也 就 是 符 式 &(Ga) 一 W (Ga)y 
我 全 可 乌 用 其 他 的 条 件 水 代 赫 和 群 的 紧 致 性 的 条 件 。 

从 CI 是 一 个 子 税 , 屁 由 6 的 形式 为 

GaGpGalGs! (270) 
节 元 滞 或 省 由 这 些 元 瑟 疆 导 法 所 得 出 的 元 米 所 狙 成 ,这 里 Ca 和 fe 蚌 6 的 任意 元 汪 。 

不 难看 出 ,如 果 元 到 Gy 是 元 索 (270) 中 的 一 个 ,那么 它 的 逆 元 品 G5! 也是。 

同样 地 ,对 也 G 中 的 任意 元 霄 Ga 元 未 G31GyGs 也 是 元 党 (270) 中 的 一 个 。 换 名 
骨 谣 ，G' 是 由 元 束 (270) 所 生成 的 。 由 上 上 面 所 旋 的 可 忆 推 知 ，G' 是 G 的 一 个 正规 也 
群 。 子 烙 6' 妇 车 成 单个 的 单位 元 党 在 面 且 人 在 所 有 的 元 党 (270) 都 是 单位 元 消 的 情 
形 ,也 就 是 说 , 当 G 是 一 个 阿 售 尔 群 。 子 群 如 也 可 以 和 G 重合 。 符 别 地 ,如 果 B8 是 一 
个 非 奖 换 的 单 粮 烙 时 , G' 和 G 重合。 子 群 8! 通常 由 做 辞 G- 的 安 换 子 群 。 

由 定义 (268) 和 (269) 得 知 , 7(GaGsGa1G81) =1, 对 G' 中 所 有 的 Gy, 7(Gy) 二 二 
泛 且 (Ga) 对 于 所 有 的 属于 局 一 个 毛子 群 G1! 分 成 的 集合 的 元 素 当 相同 的 秘 , 这 就 是 
设 , 遂 数 0(Ga) 对 隆 8' 的 商 群 的 每 个 元 环 有 确定 的 入。 如 果 G 和 G 重合 , 那么 对 于 
G 的 任何 元 辽 Gs 有 7(G4) =1 。 如 果 上 面 所 襄 的 商 疑 是 紧 致 的 ,情形 也 是 如 此 。 凯 然 

n(Ga) =1, 
那么 就 有 (Ga) = (Ga)e 

80. 正 交 性 质 倪 子 “在 有 限 群 里 ,对 于 一 个 变 元 隶 Gs 和 一 个 国定 的 元 玉 Gt， 闻 
积 CsG 或 者 G41Gs 取 群 内 所 有 的 元 党 , 且 名 到 一 次 ,上 一 节 所 讨 诅 的 积 妇 的 左 不 变性 
和 和 有 不 变 禾 和 这 个 性 质 相 伪 。 对 于 有 限 群 ,在 证 明和 鲜 一 个 群 的 类 示 都 符 价 于 一 个 可 
由 示 以 及 证 明 窑 个 的 正 交 性 时 我 们 就 利用 了 上面 这 个 性 质 。 利用 不 详 积 分, 对 于 紧 致 
的 群 我 们 也 可 以 证 明 相 仿 的 命题 。 如 果 4(Ge) 是 品 矩阵 , 宠 扒 出 紧 致 的 群 G 的 一 个 
不 可 的 的 线性 下 示 ,，B(G。) 也是 避 矩 障 , 它 答 田 另 一 个 不 等 价 的 不 可 的 渗 示 , 和 平常 
一 样 ,我 铺 以 两 个 下 株 来 滩 示 炬 隙 的 元 迷 , 那 么 我 个 就 有 以 下 的 公式 , 宕 中东 出 互 不 竺 
价 的 不 可 烛 品 下 示 的 正 交 性 ;: 
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人 Lesta(GajautGa)amranro。 (271) 
对 于 一 个 不 可 药 的 表示 我 们 有 : 
|m {A(GO TH ICG) I (Ga) dardar= 2 | ecoanranr (279) 
这 里 了 是 纸 障 的 阶 。 对 于 品格 
X16) = DAG) he 


X60) = HB {BG 
这 里 了 和 4 是 答 际 4(Ga) 和 B(Gs) 的 阶 ,网 粹 地 ,下 面 的 性质 成 立 
zc TVG) dar-de. =0, (273) 


[x (0 TODu( Gs andar = {, ua) des-de (274) 


1. 我 们 六 看 几 个 鲍 子 。 训 G 是 平面 上 锐 原 点 转动 的 阿 售 尔 群 。 对 于 深 7+==1, 堆 
一 的 参数 a 粉 出 转动 的 角 底 。 我 们 认定 4 是 局 于 区 阅 (0, 2z), 并 莫 把 区 觅 的 两 端 竺 
同 起 素 。 相继 地 鱼 动 角 和 角 8 相当 于 转动 角 ac 十 68， 有 时候 为 了 使 加 得 的 和 仍 展 二 
区 阅 (0, 3z)， 链 要 减 去 2r 。 在 这 个 情形 , 豆 数 行列 式 4(Gg, Go) 和 L(Gp, Ga) 时 
车 成 B+a 对 8 或 者 a 的 人 黎 商 ,因而 等 也 1, 所 以 UW (Ga) 一 WV(Ga) 一 1。 我 何 知 道 , 狼 GG 
育 一 级 不 可 煌 的 如 类 示 etnc (加 一 0， 士 1， 土 2, …)， 并 且 公 式 (273) 和 (274) 粉 出 我 们 
所 熟知 的 公式 : 

性 en = 网 eton-ntada 一 人 本 Me (275) 
应 广 指 出 由 于 要 使 和 8 十 x 始 歼 在 区 间 (0, 27) 上 ,在 a 和 6 都 在 区 风 (0, 2x) 内 而 
它们 的 和 等 子 37 的 情形 , 这 个 和 的 速 线性 和 稚 商 需要 做 一 些 特别 的 跌 明 。 

2 ， 我 全 来 考虑 三 灯 空 疗 的 畏 动 群 , 工 将 取 与 [84] 中 所 就 的 有 一 些 不 局 的 参数。 
慑 设 罕 疝 纱 一 根 轴 炉 动 角度 w， 而 这 根 朝 与 坐标 轴 及 ,了 和 疙 所 成 的 角 是 4, 8B， 各 
Yo 

我 们 引入 四 个 套数 ， 


4 
一 003 一 〇 
ay 3 和 
a in Lo 
1 CO oa Sin 各 
1 (276) 
t= C08 有 sin 3 
f=C097Y sinlw 
geej 


它们 长 关 系 式 
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GB+ a +as- a =1 (277) 
联系 效 。 数 饶 co 一 1, ai 一 aa 一 aa 一 0 对 应 于 单位 变换 。 我 们 可 以 取 a1, 4, 3 作为 参 
数 。 把 ao 夏 作 它 铅 的 图 数 。 
前 果 祷 继 施 行 两 个 转动 , 宪 侦 堆 参 数 (co, al, ca, 03) 和 (20, 0， D9， D3) 确定 , 那 
么 不 难 葵 证 , 烙 果 所 得 的 坊 动 的 参数 (co, ct， ca 63) 是 被 以 下 的 公式 决定 ; 
Co= 00bo— aib1— aaba— Gabsy ] 
一 ao2i 十 4 十 azps 一 aapoy 
0 一 00ba 一 atDo 十 capo 十 CsP | 
Cs 一 00D3 十 clps 一 02D1 十 q3Do o 
把 mo 看 作 册 ,42, aa 的 画 数 ,根据 (277) 得 : 


(278) 


6 5 
qo t=0 (j=1, 2, 9， 


从 而 对 于 瑟 , 2 一 0 。 利 用 这 一 点 ,我 们 可 以 很 容易 地 得 册 当 一 1, mm 一 ma=0 
了 
时 的 柄 数 行列 式 : 


G0, ~, "| 
了 (ci Cas C3) 


Deor, bs, Do qa 0 —m =a + 
让 ~-%, al， a 
=ao=Mi—a -a 
不 变 积分 就 是 : 
1 
本 (ol， aa，c3) J Gas daso -(279) 


区 城 P 是 牢 乱 为 1 以 原点 为 中 心 的 球 。 应 融 指 出 ,公式 (278) 可 以 交接 外 四 元 数 的 清 
法 规则 得 出 

Coc1i-F c2jt- ceb = (ao 二 at 十 asg 十 aa2) (Dot- biit- bajot- bal) 
这 里 单位 1, 和 加 服从 下 面 的 汪 法 规则 : 


认 严 号 一 有 2 一 一 1 


订 一 一 元 一 1 
过 = 一 大 到 
太 二 一 雇 =j o 人 


未 难 建立 宕 数 (io al, 02, 03) 与 万 拉 角 4, B, ? 之 图 的 关系 。 相 当 的 公式 是 
00 一 co3 人 B cos (e+); 


qsin 寺 Beos 二 Oo; 


asin TBsin 去 -ai 
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as= C08 二 B sin 去 Cry)。 
对 于 参数 (a, 8，?) 不 变 积 分 的 形式 为: 
[re, B, y)sin B sin2 2 (a—y)da dp ay, (280) 


这 里 0<a<3x, 0<B<r, 0<?< 32r。 应 芍 指 出 ,在 积分 (外 9) 中 ,如 果 wm 了 图 数 
ep 
2 mm Ml-al—aaa 
变 成 元 限 大 。 这 是 由 于 在 公式 (276) 中 os oa os 含有 sin 工 w。 这 里 应 屠 指 出 , 准 
[89j 中 在 定义 紧 致 性 时 所 谈 到 的 那些 狂 质 只 对 于 参数 的 某 些 选择 是 满足 的 。 企 改变 
了 参数 之 后 这 些 性 质 可 能 就 到 失 了 。 此 外 ,对 于 三 欠 空 闻 的 转动 群 , 束 粮 性 和 微 商 的 
定义 有 一 些 特 丈 性 ， 这 一 点 在 上 一 个 例子 的 最 后 襄 到 平面 上 线 原 点 的 转动 群 时 已 狂 提 
到 过 。 
再 有 一 点 应 读 指 出 , 对 于 空间 的 笨 动 群 、 两 种 不 变 积 秀 是 相同 的 这 一 点 可 以 由 沁 
是 一 个 非 灾 换 的 单 邦 群 这 件 束 实 直接 得 出 。 
3 对 于 劳 偷 次 妊 , 根 所 直接 寻 算 不 难 验 床 左 不 变 积 分 和 问 不 变 积分 是 重合 的 ,我 
个 知道 , 劳 偷 次 群 是 准 同 构 子 行列 式 为 工 的 糙 性 变换 群 ; 
Wao + a 
Wh oi Aaya o 
数值 = cs a4=ds=0 对 应 于 单位 元 当 。 可 愉 把 ao 填 作 a1 02, 03 的 画 数 ， 疹 玫 
m4， 吗 和 0 的 实数 和 让 数 部 从 作为 参数 。 群 的 运算 就 是 二 阶 矩 障 的 乘法 ,我 们 有 ， 
C0 一 Do00o 十 加 ao， 对 
Ci= beait biasy 
C2= baa0"} b342, 
C3™= Dad1-H- Baas o 
划 末 假定 ok 一 af 二 io 人 =0， 1 3, 3) ， 那 么 oa2 3 07, 02， a3 就 是 群 的 参数 ,要 
急 定 如 =Bh-Fi 娩 和 的 一 说 十 记 克 为 了 定义 不 变 积 耸 我 个 必须 计算 丙 数 行列 式 : 


Dy!, y2, 74, 7 2 8) 当 Bi= 一 Br 一 0: B!=1 
DB1, bs, Es, BY, Bg, Ba) 一 -BBB -B=0; Bs 


或 者 DYy', ?和 3， 1, 7 3 多 y 


Dlal, 02, 8,°07, a2, 08) 
这 里 对 点 于 恒 等 变换 的 是 的 = 革 而 不 全 是 党 , 这 件 事 实 是 元 关 紧 要 的 。 罕 两 种 情形 
下 ,我 们 得 到 同一 个 不 变 积 分 : 


{, 了 ho ab OF 0 08) = 


《aoas 一 al02 一 十) (281) 


(382) 


当 邓 一 吗 一 喧 = 才 一 史 一 0; 地 一 


i GelGayaos, aasdogaag 。 (283) 


区 域 沁 是 整个 的 六 灯 空 间 。 两 种 不 变 积 分 重合 是 联系 子 这样 一 个 事实 , 序 对 于 和 群 
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(281) , 我 们 在 [8 和 中 所 提 到 的 由 获 积 GaGs441081 所 生成 的 子 群 与 这 个 改 杰 号 亚 合 。 
第 实 上 ,不 难 主 明 , G' 艇 不是 单个 的 四 等 变 搞 又 不 是 由 元 过 卫 和 《一 已 ) 所 钥 成 的 下 
. 夫子 群 。 在 不 变 积 分 (283) 中 实际 计算 画 数 &(Ga) 可 书简 单 地 利用 下 面议 个 引 理 ,这 
个 引 理 要 用 到 多 个 复 变数 的 级 包 西数 的 徐 念 ( 儿 看 林学 第 二 部 第 交 章 )o 
Bi 理 就 设 人 = 二 了 2,…,E) 是 复 变 数 数 z= 各 十 ys (3 二 a 的 的 
角 析 陋 数 。 漳 那么 画 数 (7 全 和 22 对 于 变数 (0 入 D5) 的 醉 数 行 列 
式 仁 于 旺 数 《oa 对 于 杰 数 (eu 的 网 数 行列 式 楼 的 下 方 。 
我 们 有 ( 郑 泪 本 党 第 二 部 第 一 和 第 四 章 ) 
Bl 0 Di 9 
5 


并 且 可 以 写 成 


| ts bay 12 Oi2y CT Br 


一 319 QT — D12, eta — Dy Qk! 
Dus Vy Wy VE |. 2 | 
7 ics YA 


i 
Axls Oriy Qkay Dk3y ,ARs Dike 


一 DR Qkly — Di2s Qkp2y 9 一 DR GN 


其 中 on bo to S 
把 偶数 的 列 沫 上 i 加 到 有 数列 去 ,我 们 就 得 到 行列 式 : 
| ils DI, cies Dass CU 
VC11, Qt CE12, Mi2 "**» LC1ks Ol 
“lip= ict ibin) 
Ck13 Dl, Ck2, DR2s OK 到 


?Cl his iCk2, Dr2s'"* ,SOKk, GRE 
进一步 ,从 偶数 的 行 三 去 奇数 的 行 的 ii 贷 , 即 得 : 
C11» bits C129 bios "**, Ciks Dik 
0, cu, 0, C12, …，0， | 
Ck1s Diy Ck2 DR2,'** CRKs DEE 
1 0， Cd 0, Ck2s 7, 0, Cxx! 
把 全 郁 苛 数 的 烈 称 到 左边 ,把 全 部 奇数 的 行 移 到 上 边 , 训 得 : 
CH Cl CE 区 1， 六 2 


2，c2a， …，C2E， bol Das, ee 


Cily Ckay 9 CRES Dily O29 "sRE lS 
0, 0, ,0 Clls clay 5 


i0, 0, +, 0, Ckls Ck3y CU 
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融 


等 ” 效 


学 数 


各 


眠 机 推出 : 


Dl, V1, ,Vrs VE) 


万 (2 Ns Tks Ye) 


C119 9 CH | “i 


Ckls "CER | 0 


s Clk 


Dl , WE) [2 
Dls1, *, SA) 
我 们 辐 过 凉 赃 算 不 变 积分 中 的 夯 数 (Ga)。 为 了 这 个 目的 。 委 据 引 理 , 只 需要 计算 下 
面 的 函数 行列 式 : 图 
站 (el ca 603) ye po po pspbors og 
Dlb, bo, bs) 省 人 
或 着 
- Dlr Ca 03) 当 0g0=23=1; d=as=0o (288) 


了 (al aoy Pa) 
由 关 有 系 式 coco 一 lda 一 0 得 : 


一 oo 和 =0; 一 afea3 一 0; cates Br =9o 


对 有 : 
Bb; Bel =0: 
2 
本 3cao ， O02 -Do O00 PP 
aal 6a: ” Sas Bas + ba; 
Oc3 Do, .ca -0， 
BD; Be 0; 


出 此 得 (333)、。 根 据 公式 (234) 我 们 会 得 到 同样 的 车 果 。 


ae 


Bc2 yp 


1 sD 
Ons 机 


Oas 


Des 


Be 一 Day 


索 


A 


adeoxrrorgo exoxgIEEiea 站 对 收 钱 
Bb 
6eononpaxoK, 雍 座 
名 


BeKTop， 矢 县 
YIeBH 基 一 知人 关 量 
ronapIaHTHE 汪 airHHHE 一 共 变 的 仿 
射 矢量 
KoTmpapapHRETHITE at 一 逆 变 
的 仿 射 矢 基 
『 
THOPKOMHI6exoHE08 IHCXO, 趣 莹 数 
TISBHIT opPOKOHETexE CHCTexa, 方程 粗 
的 主 行列 式 
romomopgnsx, 准 同 构 
rpaxneny, 梯 庶 
TYpTIEQa， 条 
a0efesQ8 一 阿 倍 尔 群 
30crpagrHEaf 一 抽象 群 
必 BDaIIeHHH 一 转动 鲜 
~vIEHoiEH 间 TDpe06pas0BRHHE, 米 性 变 
换 群 
~xaTPH8, 挫 陆 群 
KEIWITTeCIEaa 一 巡回 狼 
mPaBHAI5HH MBOFOTDQSHK， 正 多 面 


引 


一 HEsexp3a, 两 面体 长 
aagerepexermag 一 交待 鱼 
ceRMMNCRDISGekag 一 对 称 群 
dagrop 一 次 群 
zpoeTas 一 单独 媳 

o6mast zaHoiaar 一 一 般 线 性 群 
HerpepEBHag 一 二 六 群 


内 


A. Jamureserai, 丹 尼 列 兴业 基 


KONOTHNTEASHOO OPTOTOHDITEO IOXIDO- 
cTpag6TD0, 五 余 正 次 子 空 阅 


E 
eaTESIT 9zeMeym, 单位 元 避 


A 


NH90M0po%nem, 辐 构 
HHBaPNH&HTEM HHTerpaz, 水 变 积 分 


kK 


xDMKDaTESIEaS 和 opxay 一 次 型 
ofTReIexegEO TOXOKETerEHQ 一 正定 二 
次 更 
oIIpexexeHB0 0TDHIaTeT5Har 一 发 定 二 
次 型 
8H3aKOIOcTO3HITQH 一 全 定 二 次 型 
3H3aEOIepoxeHIRE 一 未定 二 次 更 
saxoH HEHepIHi 一 一 次 型 的 惯性 线 
FEHCKDHMHHaT 一 一 次 型 的 判别 式 
KoOMIaETHEHE， 紧 致 的 
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高 等 


A. 耳 . Rptwton, 这 雷 罗 夫 


骨 


JEHE6iHEO-H63QaHCHMEIT， 裤 性 无 关 
ToEio-gapmexatrii， 缕 性 相关 
工 EHCEHQN 00HOpONHa dyYHEIOTR 多 性 齐 
JrHHeiH0e npeAeTaBIOHH0, 线性 过 未 
~ 了 TpYITI 群 的 线性 去 示 
ogperz 一 线性 藤 示 的 对 象 
HTeiHoe Irpeo6pasosaHne, 粮 性 变换 
THHGHH&H opma, 共性 型 


M 


yampaua, 撼 隆 
exEHXIHa&E 一 单位 矩阵 
NMHaTOHaTEHRR 一 对 角 筷 阵 
Tp3anCIOHIDOBRHEHaA8 一 畦 区 矩 随 
Torogaag 一 相似 和 矩阵 
ao0B5DKOTT8R 一 泪 顿 所 陈 
KBa8HTHarOTaTBHAH 一 准 对 ' 角 矩阵 
9pMHTOBCK85 一 厄 密 特 示 陋 
~TpoouTxponaBEd 一 投影 算 隙 

MxM0p, 子 式 
TIE8SaHHIi 一 主子 式 


9 


HepaaottT50, 不 等 式 

~Anamapa, 阿达 马 不 科 

人 Beecexf,， 县 塞 尔 不 等 式 
HOPMA (CIRH8) B0KT0pa, 矢量 的 模 ( 长 ) 
HODMaIBIHI 吉 KerETef5， 正 期 子 符 


0 


0xX80DoxH83 CHCTEM3, 这 次 方程 沸 
onpexexHROTD， 行列 式 

一 Lpaxa, 格拉 刀 行 列 式 

音 yHEHEOHaDHB 一 图 效 行列 式 


orepaTop, 运算 子 
. 负 yHKIHOEaTEHE 闪 一 画 数 若 筑 子 
THHCEHET 阁 闹 YTIEEHEOTaTIEI-- 糙 性 本 
运算 子 
yHHTapHHE 一 运算 子 
9pxETOPeKHI 一 龙 密 特 运算 子 
0PTOrTOHaA5HE, 正安 的 


n 


Tapaxmorp Kenza-Kreitra， 抽 将- 克 兰 从 
数 

mepeeTraEonEa, 排列 
oeHozHag 一 基本 排列 

HOTrpPyIIa， 子 和 群 

nopaxka, 阶 

HpapHIO Coppyca, 沙 各 斯 法 妈 

DexcTaBxeIxe, 卖 示 
9KBHBaTeHTH06 一 刍 价 江 示 
Hpipexexz06 一 已 蒋 采 东 
Hpipoxzx00 一 可 钢 泪 示 
HenpaHaoraxoe 一 未 可 狗 到 未 

IDpe06p3a8so3aHH6， 变换 
moxtmeerpeHHOo 一 得 司 变 换 
co6crperrHoe 一 正规 变换 
xoumparpanHenTH06 一 雍 步 室 挽 
TOX06H06 一 让 似 诡 换 
了 HHT&pH09 一 口 -变换 
opToroaxxoe 一 正 灾变 光 
orpaHndeHE06 一 有 界 变换 
3SDMETOBCKCe (CoaMO0C0IDSIROHEOe); 一 尼 

窒 竺 ( 吉 兴 更) 变换 

~ 人 dopeEEa 一 劳 价 灾变 换 

Hpooxnan, 投影 

HpDocTpagEerE0, 符 阅 
BH9KTOPEC9 一 矢量 空间 
~ UsesHCIGHHEI 了 HONGGTEON HBMe*~ 

Pou 一 元 限 闪 空 阅 

~TExzGepTa 一 着 惑 护 特 空 润 


十 一 


YHEKEOHaTEH06 一 丽 数 实况 
TpaM0e Iponenenesne, 省 接 清 积 


P 
paEr MarpIHIa, 制 陆 的 秩 
C 


6B0g&erB0 0pTOFOHaTDHOcTEI， 正 安 性 质 

CKaIAPH09 IDoH83BereHze, 数量 ( 才 其 ) 彝 
积 

oxex MaTpEIa， 振 陈 的 达 

coeraBl5IOIT 耸 量 , 支 是 
K0B&BPHAHTHEIE 一 洪 变 分 及 
KORKTD&B3DEaETHHI 首 一道 变 分 基 

oTepeorpa 中 avecrag DO0eKHag， 测 地 找 
影 


crpyKTYpHEIH6 HO00TUAHHHe, 糙 椅 常数 


T 


me80p， 匡 量 
x0B0pNnAHTHHE 一 闪 变 张 且 
komrpapapHatmyEEE 一 洲 变 张 其 
CM6ITQIHH 一 混合 张 量 
omMMeTpH9HIIE x0B. 一 对 称 共 变 张 最 
cHMMeTDHIHE 意 E08Tp8 一 对 称 逆 变 强 

最 
X000CHMM6TPHTHSN 一 及 对 称 继 量 
~,Ke%0PA902, 变形 张 重 

Teopexa 定理 
~Jamraca, 拉 普 所 斯 二 理 
~ Koaxepa, 克 兰 姆 定理 
~06 06panenne CHGTOME 的 了 KG 

关于 况 数 粕 及 畦 的 定理 


可 339 


人 Itaropa, 南 高 定理 
TpaEeIO9HIEHE， 置 换 


y 


YrI8 9jxrepay 尤 挖角 
ypPasEeare, 方程 
~3axKHYTOOTH 一 封 并 性 方程 
06 0Gmeroe 一 38XEKHYTOcT 末 一 广义 封 
并 性 方程 
wdJarxaca 一 拉 普 拉 斯 方程 


中 


AM. K. Ear, 法 格 
opara, MU 
~9una, 厄 窗 特 型 
61xanexnag 一 双亲 性 型 
0c06a8 一 单一 型 
X 
XapakTepHcTH9ecrH 贡 onpexexHTeI5， 侍 
征 行列 式 
八 了 paBHeHHo mM&TpHfr 一 炬 障 的 特征 方 
程 
~ dH019 (co06eTBOEHE SRAIOHTIN)— 特 : 
征 效 , 符 征 值 
XapaxTepa, 品格 
9 
9xe6uenTapu XOXETex5， 利 等 因子 


只 


dpo Toxox0pbHoxXa， 准 司 构 的 法 
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